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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❏❡ t✐❡♥s ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♠❛ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ t❤ès❡ ❈♦r✐♥♥❡ ▼❛✐❧❤❡s ❡t ♠♦♥ ❝♦✲
❞✐r❡❝t❡✉r ❏❡❛♥✲❨✈❡s ❚♦✉r♥❡r❡t q✉✐ ♠✬♦♥t ❡♥❝❛❞ré ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡
♣♦✉r ❧❡✉r ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡♥ t♦✉t❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s✱ ❧❡✉r s✉✐✈✐ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧❡✉r ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs
❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❜✐❡♥ ❣✉✐❞❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r s❛ q✉❛❧✐té✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ❛❝❝♦r❞é t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡♥ ♠❡ ❧❛✐ss❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❧✐❜❡rté
♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❉✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✱ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ q✉✐
♠✬♦♥t ❛♣♣♦rté ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à tr❛✈❡rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ré✉♥✐♦♥s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à
P✐❡rr❡ ❚❤✐❜❛✉t ❡t ❚❤♦♠❛s ▼♦r❡❛✉ ❞❡ ❈▲❙ ❡t ❋r❛♥❝♦✐s ❇♦② ❡t ◆✐❝♦❧❛s P✐❝♦t ❞✉ ❈◆❊❙✳ ❏❡ ❧❡✉r ❡①♣r✐♠❡
♠❡s s✐♥❝èr❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ t♦✉s ❝❡✉① ❞❡ ❈▲❙
❡t ❞✉ ❈◆❊❙ q✉✐ ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é✱ ❞❡ ♣rès ♦✉ ❞❡ ❧♦✐♥✱ à ❧✬❛❜♦✉t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳
❖❧✐✈✐❡r ❇❡ss♦♥✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ♠✬❛ ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❧❡ ❥✉r②✱ q✉✬✐❧
s♦✐t r❡♠❡r❝✐é ♣♦✉r s♦♥ ✐♥térêt ♣♦✉r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❏✬❛❞r❡ss❡ ♠❡s s✐♥❝èr❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ❇❡rtr❛♥❞
❈❤❛♣r♦♥✱ ✐♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ■❋❘❊▼❊❘✱ ❆♥❞ré ❋❡rr❛r✐✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆✐❝❡✱ ❡t
P❤✐❧✐♣♣❡ ❋♦rst❡r✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛r✐s✲❖✉❡st✱ q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
❛✐♥s✐ q✉✬à ●ré❣♦✐r❡ ▼❡r❝✐❡r✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❊◆❙❚ ❜r❡t❛❣♥❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛✈♦✐r ❡①❛♠✐♥é❡✳
▼❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ s✬❛❞r❡ss❡ ❛✉ss✐ à t♦✉t ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬■❘■❚ ❡t ♣❧✉s s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡
❙❈✿ ❇❡♥♦✐t✱ ❈❤❛r❧②✱ ❍❛s❛♥✱ ❍❡r✇✐❣✱ ▼❛r✐❡✱ ▼❛r✐❡✲▲❛✉r❡✱ ▼❛rt✐❛❧✱ ◆❛t❤❛❧✐❡✱ ◆✐❝♦❧❛s✱ ✳✳✳✱ s❛♥s q✉✐ ❝❡tt❡
t❤ès❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❙②❧✈✐❡ ❊✐❝❤❡♥✱ ❙②❧✈✐❡ ❆r♠❡♥❣❛✉❞ ❡t ❋ré❞ér✐❝
P❡②ré q✉✐ ♦♥t été ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❛✐❞❡✳
✐✐✐
❏❡ ♣❛ss❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❞é❞✐❝❛❝❡ s♣é❝✐❛❧❡ à ♠❡s ❝❛♠❛r❛❞❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ❈é❝✐❧❡✱ ◗✐✱ ❨♦❛♥♥ ❛✐♥s✐ q✉✬à t♦✉s
❧❡s ❥❡✉♥❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ ❝ôt♦②❡r ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s✿ ❆❜❞❡❧❛③✐③✱ ❆❞♥❛♥✱ ❇♦✉❝❤r❛✱ ❈❤❛♦✱ ❊♠✐❧✐❡✱
❋❛❜✐❛♥✱ ❋❛r♦✉❦✱ ❋❧♦r✐❛♥✱ ❍✐❝❤❡♠✱ ❏❡❛♥✲❆❞r✐❡♥✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ❏♦r❣❡✱ ▼♦❤❛♠♠❡❞✱ ◆❡sr✐♥❡✱ ◆✐♥❣✲◆✐♥❣✱ ◆✐❧✱
❖❧✐✈✐❡r✱ ❘❛♦✉❧✱ ❘♦♠❛✐♥✱ ❙é❜❛st✐❡♥✱ ❙♦❦❝❤❡♥❞❛✱ ❚❛r✐❦✱ ❚♦♥②✱ ❱✐❝t♦r✱ ✳✳✳ ▲❡s ♠♦♠❡♥ts ♠❛❣♥✐✜q✉❡s q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛ssé ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✉ ❜✉r❡❛✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉❧♦✐r✱ à ❧❛ ❝❛♥t✐♥❡✱ ❡♥ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡✱ ❛✉ ❢♦②❡r ❡t s✉r ❧❡
t❡rr❛✐♥ ❞❡ ❢♦♦t✱ ❥❡ ❧❡s ❣❛r❞❡ ♣ré❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ♠♦♥ ❝♦❡✉r✳
❏❡ t✐❡♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞♦♥t ♠❡s tr♦✐s ❢rèr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠❡s ♣❛r❡♥ts s❛♥s q✉✐ r✐❡♥
❞❡ ❝❡❧❛ ♥✬❛✉r❛✐t été ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◗✉✬✐❧s tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡s ❧✐❣♥❡s t♦✉t❡ ♠♦♥ ❛❞♠✐r❛t✐♦♥✱ ♠♦♥ ❛✛❡❝t✐♦♥ ❡t
♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡✳
❆❜❞❡rr❛❤✐♠
✐✈
❘és✉♠é
❉❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ✈✐♥❣t ❛♥s✱ ❧❡s ❛❧t✐♠ètr❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❚♦♣❡①✱ P♦s❡✐❞♦♥✲✷ ♦✉ P♦sé✐❞♦♥✲✸✱ ♦♥t
❢♦✉r♥✐ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t ❧❛ s❝è♥❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈❡♥t✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❛ ♥é❝❡ss✐té ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞✬é❝❤♦s
❡t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❡✛♦rt ❡st ré❝❡♠♠❡♥t ❞é❞✐é ❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤♦s ❝ôt✐❡rs ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❧❡ ♣❧✉s ♣rès ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ❝ôt❡s✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡
❝ôt✐èr❡s ❡t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦❝é❛♥✐q✉❡s ❡st✐♠és✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡ tr❛✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ❝ôt✐èr❡s ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡
t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣✐❝ s✉r ❧✬é❝❤♦ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✈✐s❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① é❝❤♦s ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
✈
✈✐
❆❜str❛❝t
❋♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇❡♥t② ②❡❛rs✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡t❡rs ❧✐❦❡ ❚♦♣❡①✱ P♦s❡✐❞♦♥✲2 ♦r P♦s❡✐❞♦♥✲3✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ✇❛✈❡❢♦r♠s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦❝❡❛♥✐❝ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❣r❡❛t ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❝♦❛st❛❧ ❡❝❤♦❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝♦❛st✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐✳❡✳✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦❛st❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♦❝❡❛♥✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st✉❞② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦❛st❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡❛❦s ❛✛❡❝t✐♥❣
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦❡s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r
❛❧t✐♠❡tr②✳ ❚❤✐s ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛✐♠s ❛t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲
tr❛❝❦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✳ ❚✇♦ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ ❛ ❝❧❡❛r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✳
✈✐✐
✈✐✐✐
❆❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s
❆❜r❡✈✐❛t✐♦♥s
❆◆❘❊ ❆✈❡r❛❣❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r
❆❘❊ ❆✈❡r❛❣❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r
❇❆●P ❇r♦✇♥ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦
❇●P ❇r♦✇♥ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦
❇❘❋ ❇✉rst r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
❇✐❛s P❛r❛♠❡t❡r ❜✐❛s
❈❆ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②
❈❆✏♥✑ ✏♥✑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②
❈❆✲▲❘▼ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ❢r♦♠ ▲❘▼ ♠♦❞❡
❈❆✲❙❆❘▼ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ❢r♦♠ ❙❆❘ ♠♦❞❡
❈▲❙ ❈♦❧❧❡❝t❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡
❈◆❊❙ ❈❡♥tr❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❞✬ét✉❞❡s s♣❛t✐❛❧❡s
❈PP ❈r②♦s❛t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦t♦t②♣❡
❈❘❇ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞
❉❉ ❉❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r
❉❉❆ ❉❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❉❉❆✏♥✑ ✏♥✑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❉❉▼ ❉❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣
✐①
❋❋❚ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠
❋■▼ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
❋❙■❘ ❋❧❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡
●✲❉❉❆ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
●P❙ ●❧♦❜❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠
▲▼ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ♠❡t❤♦❞
▲❘▼ ▲♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡
▲❙ ▲❡❛st sq✉❛r❡s
▼▲ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
▼▲❊ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r
▼❙❙ ▼❡❛♥ s❡❛ s✉r❢❛❝❡
◆▼ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ♠❡t❤♦❞
◆❘ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♠❡t❤♦❞
◆❘❊ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r
◆◗❊ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r
❖❈❖● ❖✛s❡t ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t②
P❉❋ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
P❘❋ P✉❧s❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
P❚❘ P♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r
❘❈❘❇ ❙q✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞
❘❊ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r
❘▼❙❊ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r
❙❆❘ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r
❙❆❘■♥▼ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡
❙■❘❆▲ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ r❛❞❛r ❛❧t✐♠❡t❡r
❙❙❇ ❙❡❛ st❛t❡ ❜✐❛s
❙❙❍ ❙❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t
①
❙❙❍❆ ❙❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥♦♠❛❧②
❙❚❉ ❙t❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥
❲▲❙ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s
▼♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s
t : ❚✇♦✲✇❛② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❛♥❣✐♥❣ t✐♠❡s
t′ : ❚✐♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
f : ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
K : ◆✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ✭❞❡❧❛②✮ s❛♠♣❧❡s
s(t)✿ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧
s✿ ❉✐s❝r❡t❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✈❡❝t♦r
p(t)✿ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦
p : ❉✐s❝r❡t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦ ✈❡❝t♦r
s˜(t)✿ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❇r♦✇♥ ♣❧✉s ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦
s˜ : ❉✐s❝r❡t❡ ❇r♦✇♥ ♣❧✉s ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦
y(t)✿ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦✐s② ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧
y✿ ❉✐s❝r❡t❡ ♥♦✐s② ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✈❡❝t♦r ✭♦r ♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥❛❧✮
n✿ ◆♦✐s❡ ✈❡❝t♦r ❝♦rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✈❡❝t♦r
q✿ ◆♦✐s❡ ❝♦rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ❉❉▼
P (t, f) : P♦✇❡r ♦❢ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣
G : ●❛✐♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r ❛♥t❡♥♥❛
N : ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s
N❡✛ : ❊✛❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s
N✉s❡❢✉❧ : ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❢✉❧ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s
ρ : ❘❛❞✐✉s ❢r♦♠ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
φ : ❆♥❣❧❡ ❢r♦♠ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
r : ❘❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡
①✐
Pu : ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠
τ : ❊♣♦❝❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠
τs : ❊♣♦❝❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s
❙❲❍ : ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠
λs : ❙❦❡✇♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠
ξ : ▼✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ z ❛①✐s
φ˜ : ▼✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ x ❛①✐s
ξ❛❝ : ❆❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡
ξ❛❧ : ❆❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡
A : ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦
T : ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦
σ : ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦
η : ❆s②♠♠❡tr② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦
Nt : ❚❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡
mp : ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st
σs : ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❋ ✭σs =
❙❲❍
2c
✮
σp : ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❚❘T
σc : ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P❚❘T ∗ P❉❋ ✭σ2c = σ2s + σ2p✮
fn : ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ nt❤ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠
yn : ❆❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ nt❤ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠
y❞♦♣ ❲✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠
m : ◆✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ✐♥ t❤❡ ❉❉❆ ❋❙■❘
Ts : ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦r t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
F : ❋r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥
B : ❘❡❝❡♣t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡r
τb : ❇✉rst ❧❡♥❣t❤
①✐✐
Nt : ❚✐♠❡ ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r
Nf : ❋r❡q✉❡♥❝② ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r
c ❙♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t
λ : ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤
σ0 : ❇❛❝❦s❝❛tt❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
γ : ❆♥t❡♥♥❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭γ = 1
2 ln 2
sin2 θ✸❞❇✮
θ✸❞❇ : 3 ❞❇ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤
Lp : ❚✇♦✲✇❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss
vs : ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✈❡❧♦❝✐t②
G0 : ❆♥t❡♥♥❛ ♣♦✇❡r ❣❛✐♥ ❛t ❜♦r❡s✐❣❤t
αr : ❈✉r✈❛t✉r❡ ❢❛❝t♦r
R : ❊❛rt❤ r❛❞✐✉s
h : ❆❧t✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡
L : ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡❝❤♦❡s ❢♦r ❉❉❆
Lc : ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡❝❤♦❡s ❢♦r ❈❆
N▼❈ : ◆✉♠❜❡r ♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❡r❢(.) : ●❛✉ss✐❛♥ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥
δ(.) : ❉❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
U(.) : ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
Γ(.) : ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
G(.) : ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
Ik(.) : kt❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞
IR+ : ■♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ R+
E(.) : ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
Re(.) : ❘❡❛❧ ♣❛rt ♦♣❡r❛t♦r
①✐✐✐
❊st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s
f(y|θ) : ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❛♠♣❧❡s
f❇ : ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧
C : ❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
C❇ : ❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧
θ : P❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st
θ❇ : P❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ♦❢ ❇r♦✇♥✬s ♠♦❞❡❧
θ♣ : P❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣❡❛❦ ♣❛r❛♠❡t❡r
F : ❚❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
F ❇ : ❚❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❇r♦✇♥✬s ♠♦❞❡❧
F c : ❚❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❈❆
F d : ❚❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❉❆
H❇ : ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ C❇
B˜ : ▼❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s˜k ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ θ❇✱✐
B❇ : ▼❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ sk ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ θ❇✱✐
d˜ : ❱❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ (K × 1) r❡❧❛t❡❞ t♦ s˜k ❛♥❞ yk
d❇ : ❱❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ (K × 1) r❡❧❛t❡❞ t♦ sk ❛♥❞ yk
P˜ : ▼❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ p ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ θ♣✱✐
g : ❱❡❝t♦r ♦❢ r❡s✐❞✉❡s
J : ▼❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ g ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ θi
Dc : ▼❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝❤♦ s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ θi
Dd : ▼❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ θi
Σ : ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝❤♦
Λ : ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦
①✐✈
❈♦♥t❡♥ts
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✐✐✐
❘és✉♠é ✈
❆❜str❛❝t ✈✐✐
❆❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐①
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✼
✶ ❆❧t✐♠❡tr② ✶✸
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❇r♦✇♥ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❇●P ✭r❡❞✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❈❘❇s ♦❢ t❤❡ ❇●P ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✷✳✽ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛ss ✶✸ ✇✐t❤ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥
✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❇●P ✭r❡❞✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❈❘❇s ♦❢ t❤❡ ❇●P ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦
s❤♦✇♥ ✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✷✳✾ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛ss ✼ ✇✐t❤ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥
✭❜❧✉❡✮✱ ❇●P ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❇❆●P ✭❣r❡❡♥✮ ♠♦❞❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✷✳✶✵ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛ss ✼ ✇✐t❤ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥
✭❜❧✉❡✮✱ ❇●P ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❇❆●P ✭❣r❡❡♥✮ ♠♦❞❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✷✳✶✶ ❘❈❘❇s ❢♦r t❤❡ ❇r♦✇♥✱ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs θ❇r♦✇♥ =
(Pu, τ, ❙❲❍)
T = (130, 31, 5)T ✱ θ❇●P = (Pu, τ, ❙❲❍, A, T, σ)
T = (130, 31, 5, 200, 75Ts,
3Ts)
T ❛♥❞ θ❇❆●P = (Pu, τ, ❙❲❍, A, T, σ, η)
T = (130, 31, 5, 200, 75Ts, 3Ts, 0)
T ✳ ❚❤❡
❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs τ ❛♥❞ ❙❲❍ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t♦♣✱
♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ❙❲❍✱ Pu ❛♥❞ τ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✻✹
✷✳✶✷ ❘❈❘❇s ♦❢ Pu ❢♦r t❤❡ ❇r♦✇♥✱ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ❇r♦✇♥ =
(Pu, τ, ❙❲❍)
T = (130, 31, 5)T ✱ θ❇●P = (Pu, τ, ❙❲❍, A, T, σ)
T = (130, 31, 5, 200, 75Ts,
3Ts)
T ❛♥❞ θ❇❆●P = (Pu, τ, ❙❲❍, A, T, σ, η)
T = (130, 31, 5, 200, 75Ts, 3Ts, 0)
T ✳ ❚❤❡
❧❡❢t✱ r✐❣❤t ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❲❍✱ Pu ❛♥❞ τ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✻✺
✷✳✶✸ ❘❊s ❢♦r ✶✺✵ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss ✶ ✇✐t❤ ◆▼ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ◆❘ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡t❤♦❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✷✳✶✹ ❘❊s ❢♦r ✶✺✵ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss ✼ ✇✐t❤ ◆▼ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ◆❘ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡t❤♦❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✷✳✶✺ ❘❊s ❢♦r ✶✵✵ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss ✶✸ ✇✐t❤ ◆▼ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ◆❘ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡t❤♦❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✷✳✶✻ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❛❧ ❏❆❙❖◆✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✷✳✶✼ ❏❛s♦♥✲✶ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ ❇●P ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞
❇❆●P ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦❞❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✷✳✶✽ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❛❧ ❏❆❙❖◆✲✶ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✸✳✶ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡t❡r ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣✳ ✼✼
①①✐✐
✸✳✷ ❈✐r❝❧❡s ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s✳ ■♥ ❈❆✱ t❤❡ ❋❙■❘ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣
♦✈❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s✳ ■♥ ❉❉❆✱ t❤❡ ❋❙■❘ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✸ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ❣❡♦♠❡tr②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✸✳✹ 2❉ ❘❛❞❛r s②st❡♠ ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡✳ ✭❛✮ ❆❝t✉❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 P❚❘(t, f)✱ ✭❜✮ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
P❚❘(t, f)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✸✳✺ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛❞❛r s②st❡♠ ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡✳ ✭❛✮ ❆❝t✉❛❧ ❈r②♦s❛t✲2
P❚❘T ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ✭❜✮ ❛❝t✉❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 P❚❘F ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✻ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✼ ❉❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣ ❛❢t❡r ❞❡❧❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮✱ ♠✐❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ❛❧❧ ❉♦♣♣❧❡r
❜❡❛♠s ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✸✳✽ ❉❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝❤♦❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭Pu = 1✱
τ = 31 ❣❛t❡s✱ ❙❲❍ = 2 ♠✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✸✳✾ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✸✳✶✵ ❊❝❤♦❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭0, 2, 4 ❛♥❞ 6 ❦❍③✮✳ ✭t♦♣✮ ✇✐t❤♦✉t r❛♥❣❡ ♠✐✲
❣r❛t✐♦♥✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ✇✐t❤ r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞ ❜②
❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ Nt = 16✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✸✳✶✶ ✭t♦♣✮ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ✈❡rs✉s ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛t❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ✭❜♦tt♦♠✮
❉♦♣♣❧❡r s♣❡❝tr❛ ❛❢t❡r s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
✭s✉♠ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ✭❧❡❢t✮✮✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❛❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞ ❜② ❛
❢❛❝t♦r ♦❢ Nf = 15✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✸✳✶✷ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ♠✐❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠✐❣r❛t❡❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s ✭1000 ▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31 ❣❛t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✸✳✶✸ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊ ✈❡rs✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r✉♥s✮✳✶✵✶
✸✳✶✹ P❛r❛♠❡t❡r ❇✐❛s❡s ✈❡rs✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r✉♥s✮✳✶✵✶
✸✳✶✺ ❘❈❘❇s ❛♥❞ ❘▼❙❊s ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✭❉❉❆3✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②
✭❈❆3✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31 ❣❛t❡s ✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮✳ ✳ ✳ ✶✵✸
①①✐✐✐
✸✳✶✻ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✭❉❉❆3✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✭❈❆3✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31 ❣❛t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✸✳✶✼ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ❈r②♦s❛t✲✷ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❡rr♦rs ✭◆❘❊✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✸✳✶✽ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r 2 ♠✐♥✉t❡s ♦❢ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❉❉❆3 ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼3✳
✭t♦♣✮ ❙❲❍ ✭❜♦tt♦♠✮ ❙❙❍❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✸✳✶✾ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❙❲❍ ❛♥❞ ❙❙❍❆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❈❆✲❙❆❘▼3 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞
❉❉❆3 ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✹✳✶ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✹✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ξ ❛♥❞ φ˜ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s✲
♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ξ❛❧ ❛♥❞ ξ❛❝✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✹✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ✭❧❡❢t✮ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣ ✭❉❉▼✮✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮
❉❉▼ ❛❢t❡r r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭r✐❣❤t✮ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✭▼✲▲✮ ❡❝❤♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✹✳✹ ❊rr♦r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ 1 ✈❡rs✉s ✭t♦♣✮ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ❛❧✱ ✭❜♦tt♦♠✮
t❤❡ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ❛❝✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✹✳✺ ❊rr♦r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ 2 ✈❡rs✉s t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥
t❤❡ s✉♠ m✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ◆◗❊✷ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡✮✱ ♠❛①✐♠✉♠ ◆◗❊✷ ✭❝r♦ss❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r
ξ = 0.01◦ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✱ ξ = 0.5◦ ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ξ = 1◦ ✭✐♥ r❡❞✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✹✳✻ ❖✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ✈❡rs✉s t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s✉♠ m✳
▼❡❛s✉r❡❞ ◆◗❊ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡✮✱ ♠❛①✐♠✉♠ ◆◗❊ ✭❝r♦ss❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ξ = 0.01◦ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✱
ξ = 0.5◦ ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ξ = 1◦ ✭✐♥ r❡❞✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✹✳✼ ❆♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✹✳✽ ❆♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥✱ ❉❉▼✱ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣
✭ξ❛❝ = 0◦ ❛♥❞ ξ❛❧ = 0.5◦✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✹✳✾ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ ✭t♦♣✮ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦❡s ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ Pu = 1✱ τ = 44 ❣❛t❡s✱ ❙❲❍ = 3 ♠❡t❡rs
❛♥❞ ξ❛❝ = 0◦✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
①①✐✈
✹✳✶✵ ❆♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥✱ ❉❉▼✱ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣
✭ξ❛❝ = 0.5◦ ❛♥❞ ξ❛❧ = 0◦✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✹✳✶✶ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ ✭t♦♣✮ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦❡s ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ Pu = 1✱ τ = 44 ❣❛t❡s✱ ❙❲❍ = 3 ♠❡t❡rs
❛♥❞ ξ❛❧ = 0◦✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✹✳✶✷ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❝❤♦❡s ✇✐t❤♦✉t ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞
✇✐t❤ ❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❧ = ξ❛❝ = 0◦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✹✳✶✸ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✈❡rs✉s ξ❛❝ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs Pu = 1✱ ❙❲❍ = 2 ♠✱ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❧ = 0◦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✹✳✶✹ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❈❆4 ❛♥❞ ❉❉❆4✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ τ = 31
❣❛t❡s✱ ξ❛❧ = ξ❛❝ = 0◦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✹✳✶✺ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✈❡rs✉s ξ❛❝ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❈❆4 ❛♥❞ ❉❉❆4✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ ❙❲❍ =
2 ♠✱ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❧ = 0◦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✹✳✶✻ ❊st✐♠❛t❡❞ ❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉❉❆4 ♠♦❞❡❧ ✭◆❘❊ ❂ ✵✳✵✻✺✮✳ ✭t♦♣✮ r❡❛❧
❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧
❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦ ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✹✳✶✼ ◆❘❊ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r 100 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱
❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✹✳✶✽ ❙❲❍ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r 100 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱
❉❉❆4✱ ❉❉❆5 ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✹✳✶✾ τ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r 100 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱
❉❉❆4✱ ❉❉❆5 ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✹✳✷✵ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ❛❝ ✭✐♥ ❞❡❣r❡❡✮ ✉s✐♥❣ ❉❉❆4✱
❉❉❆5 ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼4 ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
①①✈
❇✳✶ ❘❊s ❛♥❞ ❘▼❙❊s ❢♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭◆❘✲❆❉✮✱ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲
▼❛rq✉❛r❞t ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭▲▼✲❆❉✮ ❛♥❞ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ✇✐t❤ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭▲▼✲◆❉✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
❈✳✶ ❘▼❙❊s ❢♦r s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❝❧❛ss ✶✸ ✇✐t❤ ◆▼ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ◆❘ ✭r✐❣❤t✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
❇r♦✇♥ ✭❜❧✉❡✮✱ ❇●P ✭r❡❞✮ ♦r ❇❆●P ✭❣r❡❡♥✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ t♦♣✱ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠
✜❣✉r❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ τ, Pu ❛♥❞ ❙❲❍ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
❈✳✷ ❘❈❘❇s ❢♦r t❤❡ ❇r♦✇♥✱ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s ✈❡rs✉s A ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs
θ❇r♦✇♥ = (Pu, τ, ❙❲❍)
T = (130, 31Ts, 5)
T ✱ θ❇●P = (Pu, τ, ❙❲❍, T, σ)
T = (130, 31Ts,
5, 75Ts, 3Ts)
T ❛♥❞ θ❇❆●P = (Pu, τ, ❙❲❍, T, σ, γ)
T = (130, 31Ts, 5, 75Ts, 3Ts, 0)
T ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
❉✳✶ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ ❇●P ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞
❇❆●P ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛ss ✸✸ ♦❢ ❝②❝❧❡ ✽
❛r♦✉♥❞ ❆❡❣❡❛♥ ❙❡❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
❉✳✷ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ ❇●P ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞
❇❆●P ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛ss ✻✶ ♦❢ ❝②❝❧❡ ✽
❛r♦✉♥❞ ❇r❡st ✭❋r❛♥❝❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹
❉✳✸ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ ❇●P ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞
❇❆●P ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛ss ✶✸✼ ♦❢ ❝②✲
❝❧❡ ✽ ❛r♦✉♥❞ ❇❡❧❧❡✲Î❧❡✲❡♥✲▼❡r ■s❧❛♥❞ ✭❋r❛♥❝❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹
❉✳✹ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ ❇●P ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞
❇❆●P ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛ss ✶✽✼ ♦❢ ❝②✲
❝❧❡ ✽ ❛r♦✉♥❞ ■❜✐③❛ ■s❧❛♥❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺
❉✳✺ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❛❧ ❏❆❙❖◆✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻
❊✳✶ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
❊✳✷ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ #33 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ #64
✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
❋✳✶ ●❡♦♠❡tr② ❢♦r ✭❛✮ ✢❛t ❊❛rt❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✭❜✮ r♦✉♥❞ ❊❛rt❤ s✉r❢❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾
①①✈✐
❍✳✶ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ♠✐❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠✐❣r❛t❡❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❛❧ ❡❝❤♦❡s ✭1000▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮✳ ✭❛✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31
❣❛t❡s✱ ✭❜✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ Pu ✇✐t❤ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
❍✳✷ P❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s ❢♦r ♠✐❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠✐❣r❛t❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❡❝❤♦❡s ✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮✳ ✭❛✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31
❣❛t❡s✱ ✭❜✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✈❡rs✉s t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu ✇✐t❤ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
❍✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❇✐❛s❡s ❢♦r ♠✐❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠✐❣r❛t❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❡❝❤♦❡s ✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮✳ ✭❛✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31
❣❛t❡s✱ ✭❜✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✈❡rs✉s t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu ✇✐t❤ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
■✳✶ ❘❈❘❇s ❛♥❞ ❘▼❙❊s ❢♦r t❤❡ ▲❙✱ ❲▲❙ ❛♥❞ ▼▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
❏✳✶ ❊rr♦r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ 1 ❢♦r t❤❡ ❋❙■❘✳ ✭t♦♣✮ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❋❙■❘ ❢♦r
ξ = 0.5◦✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ξ❛❧ = 0.5◦ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡❛s✉r❡❞
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ξ = 0.5◦✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ξ❛❧ = 0.5◦ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡❛s✉r❡❞
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❑✳✶ P❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s ✈❡rs✉s t❤❡ s❡❛ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❙❲❍ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❝❤♦❡s ✇✐t❤♦✉t
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ τ = 31 ❣❛t❡s✱
ξ❛❧ = 0
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❑✳✷ P❛r❛♠❡t❡r ❜✐❛s❡s ✈❡rs✉s t❤❡ s❡❛ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❙❲❍ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❝❤♦❡s ✇✐t❤♦✉t
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ τ = 31 ❣❛t❡s✱
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❑✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s ✈❡rs✉s ξ❛❝ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
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❑✳✹ P❛r❛♠❡t❡r ❜✐❛s❡s ✈❡rs✉s ξ❛❝ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
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❑✳✺ P❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s ✈❡rs✉s ξ❛❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
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❑✳✻ P❛r❛♠❡t❡r ❜✐❛s❡s ✈❡rs✉s ξ❛❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
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▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
✶✳✶ ❱❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❡❛♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✈❡rs✉s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ❬❙❛♥❞✇❡❧❧✱ ✷✵✶✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
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✶✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠✐ss✐♦♥s✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬❘♦s♠♦r❞✉❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ✷✷
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✷✳✹ ❆✈❡r❛❣❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ s❡❝♦♥❞s ✭s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✮✳ ✻✷
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①①✐①
①①①
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬❡st ❞ér♦✉❧é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❙✐❣♥❛❧ ❡t ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡
❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡ ✭■❘■❚✮✳ ❊❧❧❡ ❛ été ✜♥❛♥❝é❡ ♣❛r ❧❡ ♠✐♥✐stèr❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r
❢r❛♥ç❛✐s ❡t ❛ été ♠❡♥é❡ ❡♥ étr♦✐t❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ✏❈♦❧❧❡❝t❡ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❙❛t❡❧❧✐t❡✑ ✭❈▲❙✮
❡t ❧❡ ✏❈❡♥tr❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞✬➱t✉❞❡s ❙♣❛t✐❛❧❡s✑ ✭❈◆❊❙✮✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❢❛✐t s✉✐t❡ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❏✳
❙❡✈❡r✐♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉✐♣❡✱ ❡t ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❛ été ré❞✐❣é❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♣❧✉s
❧❛r❣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s s♦✐♥ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t
✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❣❧❛✐s❡✳
❉❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ✈✐♥❣t ❛♥s✱ ❧❡s ❛❧t✐♠ètr❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❚♦♣❡①✱ P♦s❡✐❞♦♥✲2 ♦✉ P♦sé✐❞♦♥✲3✱ ♦♥t
❢♦✉r♥✐ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t ❧❛ s❝è♥❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈❡♥t✳ ❈❡s ❢♦r♠❡s
❞✬♦♥❞❡ rés✉❧t❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♦❝é❛♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♣❧✉s✐❡✉rs
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✲
✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❡st✐♠és✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝♦rr♦♠♣✉❡s ♣❛r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r ❧❛ t❡rr❡✱ ♣❛r ❧❛ ♣❧✉✐❡ ♦✉ ♣❛r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
✐♥❡✣❝❛❝❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❡✛♦rt ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤♦s ❝ôt✐❡rs ❛✜♥
❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ♣rès ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❝❡tt❡
q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❧❡s ③♦♥❡s ❝ôt✐èr❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡
✶
✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣✐❝ ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s é❝❤♦s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❝ôt✐❡rs✳ ❉❡✉① ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sés ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és✳
▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❡st✐♠és ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣♦✐♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ❛❧t✐♠étr✐❡
❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❣é♦♣❤②s✐q✉❡✱
❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡✱ ❡t❝✳ ❈❡tt❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ré❞✉✐t❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ♣❛r
✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ❝❤❛t♦✐❡♠❡♥t ❡t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r ❧❛ t❡rr❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❝ôt✐èr❡s✳ ▲✬❛❧t✐♠étr✐❡
❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪✱ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡t ré❞✉✐r❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡t ❛ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t
❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❣é♦♣❤②s✐q✉❡s ❡st✐♠és✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉
s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ r❡st❡r ✈❛❧✐❞❡s ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 300 ♠ètr❡s ❞❡
❧❛ ❝ôt❡ ✭❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 10 ❦♠ ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡
❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s é❝❤♦s
❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s é❝❤♦s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ s✬✐♥tér❡ss❡
à ❝❡ ♣♦✐♥t ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s❡r♦♥t ❡st✐♠és ♣❛r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐és ❢♦♥❞és s✉r
❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t
très ♣r♦♠❡tt❡✉rs ❡t ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦✉t✐❧
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❝é❛♥✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t
▲❛ t❤ès❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t
• ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✿ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞é❝r✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ s♣❛t✐❛❧❡✳
✸❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡s ❧✐♠✐✲
t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞é❝r✐t❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❞✉❡s✱ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ à ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤♦s ♣❛r ❞❡s r❡t♦✉rs ❞❡ ❧❛ t❡rr❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s
❝ôt✐èr❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❝❤❡ ❛✉ s♦❧ ❡t✱ ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és q✉✐ ❡st ré❞✉✐t❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡
❝❤❛t♦✐❡♠❡♥t✳ ❈❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s✳
• ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✿ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ❝ôt✐èr❡s✳ ❈❡s é❝❤♦s s♦♥t
♣❛r❢♦✐s ❝♦rr♦♠♣✉s ♣❛r ❞❡s ♣✐❝s ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❢♦rt ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐❧❧✉♠✐♥é❡ ♦✉ ♣❛r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡r ♣rès ❞✉ r✐✈❛❣❡✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇r♦✇♥
❡t ❞✬✉♥ ♣✐❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ❈❡ ♣✐❝ ❡st ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✉♥❡
❧❛r❣❡✉r ❡t ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛s②♠étr✐❡✳ ❯♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ét✉❞✐é
♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ❛✈❡❝ ♣✐❝✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳
▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s♦♥t
❛❧♦rs é✈❛❧✉é❡s ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤♦s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s é❝❤♦s ❝ôt✐❡rs ❝♦rr♦♠♣✉s ♣❛r ❞❡s ♣✐❝s ❣❛✉ss✐❡♥s
s②♠étr✐q✉❡s ♦✉ ❛s②♠étr✐q✉❡s✳
• ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✿ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ à tr♦✐s
♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞é❝r✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♣r♦♣♦sé q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ tr♦✐s t❡r♠❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✿ ❧❛ ré♣♦♥s❡
✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡r ♣❧❛t❡✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ r❛❞❛r✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡
✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡r ♣❧❛t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ s❛♥s
❞é♣♦✐♥t❛❣❡✱ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t
✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❞❛♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬é❝❤♦ ♠✉❧t✐✲✈✉❡s ❡st ❛✉ss✐
♣rés❡♥té✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤♦ ♠✉❧t✐✲✈✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ❞❡
❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ét❛❜❧✐❡s ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡t ❞✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sés s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✈❛❧✐❞és ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬é❝❤♦s ré❡❧s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❈r②♦s❛t✲2 ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
• ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✜♥ ❞❡ t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡
✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡r ♣❧❛t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡
❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛sés
s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣r♦♣♦sés s♦♥t ✈❛❧✐❞és s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① à ❧❛ ❢♦✐s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3 ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t très ♣r♦♠❡tt❡✉rs ❡t ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t
• ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 1 ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❝ôt✐❡rs ❬❍❛❧✐♠✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✱❜✱ ✷✵✶✸❞❪✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❡st ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s
✺❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳
• ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 2 ❯♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ à tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡
❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ✷✵✶✸❜✱❡❪✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡
❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ét❛❜❧✐❡s ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❛❪✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ✈❛❧✐❞é s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s
♣❛r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❈r②♦s❛t✲2✳
• ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 3 ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡
❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❝❪✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛♥❛❧②sé ❡t s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❥✉st✐✲
✜é❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛sés s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳
▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ tr❛✐t❛♥t ❞❡s é❝❤♦s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧s✳
✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏❙✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✑ t❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ✏■♥st✐t✉t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡
❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡✑✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡♥❝❤ ♠✐♥✐str② ♦❢ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦❧❧❡❝t❡ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✭❈▲❙✮ ❝♦♠♣❛♥②
❛♥❞ t❤❡ ✏❈❡♥tr❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❞✬ét✉❞❡s s♣❛t✐❛❧❡s✑ ✭❈◆❊❙✮✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ P❤❞ ✇♦r❦ ♦❢ ❏✳ ❙é✈ér✐♥✐✱
t❤❛t ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t❡❛♠✱ ❛♥❞ ✇❛s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s✳
❋♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇❡♥t② ②❡❛rs✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡t❡rs ❧✐❦❡ ❚♦♣❡①✱ P♦s❡✐❞♦♥✲2 ♦r P♦s❡✐❞♦♥✲3✱ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ✇❛✈❡❢♦r♠s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ♠❛✐♥❧②
r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❝❡❛♥✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s❡✈❡r❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❧❛♥❞ r❡t✉r♥s✱ ❜② r❛✐♥ ♦r ❜② t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥
♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ s❡♣❛r❛t❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❣r❡❛t ❡✛♦rt ✐s ♥♦✇ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❝♦❛st❛❧ ❡❝❤♦❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♠♦✈❡ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝♦❛st✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤✐s
✐ss✉❡ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦❛st❛❧ ❛r❡❛s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡❛❦s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦❡s✳ ❚✇♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✼
✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆ ♠❛❥♦r ♣♦✐♥t ✐♥ ❛❧t✐♠❡tr② ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❣❡♦♣❤②s✐❝s✱ ❜❛t❤②♠❡tr②✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s ❛❝❝✉r❛❝② ✐s r❡❞✉❝❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❜② ❧❛♥❞ r❡t✉r♥ ❛s ✐♥
❝♦❛st❛❧ ❛r❡❛s✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❛st❛❧ ✐ss✉❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✭❉❉❆✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✜ts ✐♥t♦
t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❧♦♦❦s✮ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ✉♥t✐❧ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 300 ♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❛st ✭✇❤✐❧❡ ✐t ✇❛s ❛❜♦✉t
10 ❦♠ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✭❈❆✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❉❉❆ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❛❧t✐♠❡tr✐❝
♠♦❞❡❧s s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❝❤♦❡s ♣r❡s❡♥t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s t✇♦ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❉❉❆✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❡❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❡st
♦❢ ✉s✐♥❣ ❉❉❆ ❛s ❛ ♥❡✇ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❝❡❛♥✳
❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t
❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
• ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✳ ❙❡❝✲
♦♥❞✱ ✐t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧✲
t✐♠❡tr② ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦❡s
❜② ❧❛♥❞ r❡t✉r♥ ✐♥ ❝♦❛st❛❧ ❛r❡❛s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❜②
s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✳ ❙♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
✾• ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❊❝❤♦❡s
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥ ❝♦❛st❛❧ ❛r❡❛s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♣❡❛❦s ❝❛✉s❡❞ ❜②
❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❧❛♥❞ s✉r❢❛❝❡s ♦r ❜② t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛ st❛t❡
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❤♦r❡❧✐♥❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❇r♦✇♥
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛
❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r
✐s st✉❞✐❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♣❧✉s ♣❡❛❦ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ❛♥② ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r✱
✐✳❡✳✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✈✐❛ ♠❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝
❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
r❡tr❛❝❦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❇r♦✇♥ ❡❝❤♦❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦❛st❛❧ ❡❝❤♦❡s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② s②♠♠❡tr✐❝
♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦s✳
• ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤r❡❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t❡r♠s✿ t❤❡ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡
r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡✴❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡
✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛ ♣❛tt❡r♥✱ ♥♦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✱ ♥♦
✈❡rt✐❝❛❧ s♣❡❡❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲
❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ✐s t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st✉❞② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛♥❞ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✈✐❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈r②♦s❛t✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✳
✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
• ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 3 ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡
r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❈❤❛♣t❡r 3✱ s❡✈❡r❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡
♣r♦♣♦s❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞
r❡❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r 3 ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣
❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧✳
▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡
• ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 1 ❆ ♥❡✇ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❝♦❛st❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❛✱❜✱ ✷✵✶✸❞❪✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✳
❚❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❛r❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✈✐❛ ♠❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳
• ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 2 ❆ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡✲
tr② ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ✷✵✶✸❜✱❡❪✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✸❛❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛✳
• ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 3 ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❉❉❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❝✲
❝♦✉♥ts ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❝❪✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❥✉st✐✜❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ Pr♦❝❡ss✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❈r②♦s❛t✲2
❞❛t❛ ❛❧❧♦✇ t❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳
✶✶
P❡rs♦♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
❏♦✉r♥❛❧s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ P❤❞
✶✳ ❆✳ ❍❛❧✐♠✐✱ ❈✳ ▼❛✐❧❤❡s✱ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ❚✳ ▼♦r❡❛✉✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇♦②✱ ✏❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐✳ ❛♥❞
❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣✱ s✉❜♠✐tt❡❞✳
✷✳ ❆✳ ❍❛❧✐♠✐✱ ❈✳ ▼❛✐❧❤❡s✱ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ P✳ ❚❤✐❜❛✉t✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇♦②✱ ✏❆ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐✳ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡
❙❡♥s✐♥❣✱ t♦ ❛♣♣❡❛r✳
✸✳ ❆✳ ❍❛❧✐♠✐✱ ❈✳ ▼❛✐❧❤❡s✱ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ P✳ ❚❤✐❜❛✉t✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇♦②✱ ✏P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
♣❡❛❦② ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐✳ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✺✶✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣♣✳
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✶✳ ❆✳ ❍❛❧✐♠✐✱ ❈✳ ▼❛✐❧❤❡s✱ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ✏❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❞❡✲
❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✱✑ Pr♦❝✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❈♦♥❢✳ ✭❊❯❙■P❈❖✮✱
▼❛rr❛❦❡❝❤✱ ▼❛r♦❝❝♦✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✶✸✳
✷✳ ❆✳ ❍❛❧✐♠✐✱ ❈✳ ▼❛✐❧❤❡s✱ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ❋✳ ❇♦②✱ ◆✳ P✐❝♦t ❛♥❞ P✳ ❚❤✐❜❛✉t✱ ✏❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱✑ ✐♥ ❖❝❡❛♥ ❙✉r❢❛❝❡ ❚♦♣♦❣r❛♣❤② ❙❝✐❡♥❝❡ ❚❡❛♠
▼❡❡t✐♥❣ ✭❖❙❚❙❚✮✱ ❱❡♥✐❝❡✱ ■t❛❧②✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✶✷✳
✸✳ P✳ ❚❤✐❜❛✉t✱ ❚✳ ▼♦r❡❛✉✱ ▲✳ ❆♠❛r♦✉❝❤❡✱ ❆✳ ❍❛❧✐♠✐✱ ❈✳ ▼❛✐❧❤❡s✱ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ❋✳ ❇♦② ❛♥❞ ◆✳
P✐❝♦t✱ ✏❙❆❘ ❉❛t❛ ♦✈❡r ♦❝❡❛♥✱ Pr♦❝❡ss✐♥❣ str❛t❡❣② ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✇✐t❤ ▲❘▼ ❞❛t❛✱✑ ✐♥ ❖❝❡❛♥
❙✉r❢❛❝❡ ❚♦♣♦❣r❛♣❤② ❙❝✐❡♥❝❡ ❚❡❛♠ ▼❡❡t✐♥❣ ✭❖❙❚❙❚✮✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ❯❙❆✱ ❖❝t✳ ✷✵✶✶✳
✹✳ ❆✳ ❍❛❧✐♠✐✱ ❈✳ ▼❛✐❧❤❡s✱ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ❛♥❞ P✳ ❚❤✐❜❛✉t✱ ✏❆ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❡❛❦② ❛❧t✐♠❡tr✐❝
✇❛✈❡❢♦r♠s✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ■♥t✳ ❈♦♥❢✳ ●❡♦s❝✐✳ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣ ✭■●❆❘❙❙✮✱ ❱❛♥❝♦✉✈❡r✱
❈❛♥❛❞❛✱ ❏✉❧② ✷✹✲✷✾✱ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✷✽✷✺✲✷✽✷✽✳
✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
◆❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs
✶✳ ❆✳ ❍❛❧✐♠✐✱ ❈✳ ▼❛✐❧❤❡s✱ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ❋✳ ❇♦② ❛♥❞ ❚✳ ▼♦r❡❛✉✱ ✏▼♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r
❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r s✉r ♦❝é❛♥✱✑ ✐♥ ❆❝t❡s ❞✉ ❳❳■❱✐è♠❡ ❈♦❧❧♦q✉❡ ●❘❊❚❙■✱ t♦ ❛♣♣❡❛r✳
✷✳ ❆✳ ❍❛❧✐♠✐✱ ❈✳ ▼❛✐❧❤❡s✱ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t ❛♥❞ P✳ ❚❤✐❜❛✉t✱ ✏▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s
❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐❝s✱✑ ✐♥ ❆❝t❡s ❞✉ ❳❳■■■✐è♠❡ ❈♦❧❧♦q✉❡ ●❘❊❚❙■✱ ❇♦r❞❡❛✉①✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✶✶✱
✐♥ ❋r❡♥❝❤✳
P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛st❡r ❞❡❣r❡❡
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✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
▲❛ ❚❡rr❡ ❛❜r✐t❡ ❞❡s ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❡s♣è❝❡s ✈✐✈❛♥t❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s êtr❡ ❤✉♠❛✐♥s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♣❤②s✐q✉❡s✱ q✉✐ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐r❡❝t s✉r ♥♦s ✈✐❡s✱ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ♣❧❛♥èt❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥✲
st❛♥t❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s s♦♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❝❧✐♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❛ ✉♥ ❡✛❡t s✉r
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡r ❡t ❧❛ ❢♦♥t❡ ❞❡s ❣❧❛❝❡s✱ ❧❡s tr❡♠❜❧❡♠❡♥ts ❞❡ t❡rr❡
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝❛✉s❡r ❞❡s ts✉♥❛♠✐s ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r q✉✐ ♠è♥❡ à ❊❧ ◆✐ñ♦✳ Pr❡sq✉❡ t♦✉s ❝❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬♦❝é❛♥✱ ❝❛r ✐❧ ❝♦✉✈r❡ 71% ❞❡ ♥♦tr❡ ♣❧❛♥èt❡✳ ❉♦♥❝✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ét✉❞✐❡r✱
♦♥ ❞♦✐t ♦❜s❡r✈❡r ❧❡✉rs ❡✛❡ts s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ré❛❧✐sé ♣❛r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ r❛❞❛r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ r❛❞❛r ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ♦❝é❛♥s✳
✶✸
✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
❯♥ ❛❧t✐♠ètr❡ ❡st ✉♥ r❛❞❛r à ✈✐sé❡ ♥❛❞✐r q✉✐ é♠❡t ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❡t ❡♥r❡❣✐str❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
tr❛❥❡t✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ r❡t♦✉r ❛♣rès ré✢❡①✐♦♥ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡✳ ❈❡t
✐♥str✉♠❡♥t ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡r ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t
❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♠❡r ✭❛♣♣❡❧é❡
s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ❙❙❍✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡
❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♠❡r ✭s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥♦♠❛❧② ❙❙❍❆✮✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡ ❡t ❧❛ ❣é♦♣❤②s✐q✉❡✳
❈❡t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❡s
✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠✐ss✐♦♥s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s
❝❡ssé ❞❡ s✬❛♠é❧✐♦r❡r t❡❧❧❡s q✉❡ ❊❘❙✲1✱ ❊❘❙✲2✱ ❚❖P❊❳✴P❖❙❊■❉❖◆✱ ❏❛s♦♥✲1✱ ❏❛s♦♥✲2✱ ❊◆❱■❙❆❚✱
❆❧t✐❑❛ ❡t ❈r②♦s❛t✲2✳
▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✹✮ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬é❝❤♦ ❛❧✲
t✐♠étr✐q✉❡✳ ❈❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ tr♦✐s t❡r♠❡s q✉✐
s♦♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡r ♣❧❛t❡ ✭❋❙■❘✮✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭P❉❋✮ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ r❛❞❛r ✭P❚❘✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋❙■❘ ❡t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛ P❉❋ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡t ❧❛ P❚❘✳
P❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ♦♥t t❡♥té ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s
❞❡ ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋❙■❘✳ ❬❍❛②♥❡✱ ✶✾✽✵✱ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ▲♦♥❣✱ ✶✾✽✵❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t
✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛s②♠étr✐❡ ❞❛♥s ❧❛ P❉❋ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❛✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛s②♠étr✐❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s✳
❬❈❛❧❧❛❤❛♥ ❛♥❞ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✷✵✵✹✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥✱ ✶✾✾✹✱ ❩❛♥✐❢é ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦♥t ❝♦♥s✐❞éré ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❡ ❧❛ P❚❘✳ ❈❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✐❡✉① ♠♦❞✲
é❧✐s❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❡st✐♠és✳ ❈❡tt❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝é❞✉r❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❬❈❤❛❧❧❡♥♦r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❬❉❡♥❣ ❛♥❞
❋❡❛t❤❡rst♦♥❡✱ ✷✵✵✻✱ ❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♣♦♥❞érés ❬▼❛✉s
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳
✶✳✶ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮ ✶✺
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞é❝r✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❝❤♦s ♦❝é❛♥✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐ ❞✐t✱ ❧✬✉♥❡
❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❧❛r❣❡ t❛❝❤❡ ❛✉ s♦❧ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛✉tr❡ q✉✬♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬é❝❤♦s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣rès
❞❡s ❝ôt❡s ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✐♥❡✣❝❛❝❡s✳ ❯♥❡
❛✉tr❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❝❤❛t♦✐❡♠❡♥t ❛✛❡❝t❛♥t
❧❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❈❡ ❜r✉✐t ❛✉r❛ ✉♥ ❡✛❡t ❞✐r❡❝t s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❡st✐♠és ❡t ✐❧
❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ s♦♥ ❡✛❡t✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤♦s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✉ s✐❣♥❛❧ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❬❖❧❧✐✈✐❡r✱ ✷✵✵✻✱ ❙❛♥❞✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✺❪✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺✱ ▼❛✉s ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✽✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡
❛❧t✐♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ é✈♦q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥str✉♠❡♥t ❆❧t✐❑❛ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❛✉ s♦❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r q✉✐ ✈✐s❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝ôt✐èr❡ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s é❝❤♦s ❝ôt✐❡rs✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡r❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡s é❝❤♦s ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❛✜♥ ❞❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡✳
✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
✶✳✷ ❙♣❛t✐❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②
❊❛rt❤ ✐s ❛ ❤♦♠❡ t♦ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ s♣❡❝✐❡s ♦❢ ❧✐❢❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✉♠❛♥s✳ ▼❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ t❤❛t ❤❛✈❡
❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♦✉r ❧✐✈❡s✱ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤✐s ♣❧❛♥❡t ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣ t❤❛t ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞
♠❡❧t✐♥❣ ✐❝❡✱ ❡❛rt❤q✉❛❦❡s t❤❛t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ts✉♥❛♠✐ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❊❧ ◆✐ñ♦✳ ❆❧♠♦st
❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦❝❡❛♥ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦✈❡rs 71% ♦❢ ♦✉r ♣❧❛♥❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡♠✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♦❝❡❛♥✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
r❛❞❛r ❛❧t✐♠❡tr②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ r❛❞❛r ❛❧t✐♠❡tr② ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡
t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♠❛♥② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ✭✐✳❡✳✱
t❤❡ s❝❛❧❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♠❛② s❤♦✇ s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ s❡❛ ❧❡✈❡❧✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦✐❞ ♠❛② ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ 30 ♠ ♦✈❡r t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❦✐❧♦♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t ♠❛♥② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ s✉❝❤ ❛s ❝❧✐♠❛t❡
❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❣r❛✈✐t② ❢❡❛t✉r❡s ❛s r✐❞❣❡ ❛①❡s✱ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
r❡q✉✐r❡ ❛ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥
❝♦♥st❛♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❆❢t❡r
t❤❛t✱ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛st ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠✐ss✐♦♥s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❱❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❡❛♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✈❡rs✉s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ❬❙❛♥❞✇❡❧❧✱ ✷✵✶✶❪✳
❋❡❛t✉r❡ ❱❡rt✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✭♠✮ ❙♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ✭❦♠✮
●❡♦✐❞ 30 10000
❉②♥❛♠✐❝ t♦♣♦❣r❛♣❤② 1 10000
❈❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s 0.01 10000
❚✐❞❡s 0.2− 2 100✲10000
❊❧ ◆✐ñ♦ 0.1 6000
❋r♦♥t ❛♥❞ ❡❞❞✐❡s 0.3 100✲1000
❙❡❛♠♦✉♥ts 1 50
❘✐❞❣❡ ❛①❡s 0.02 10
✶✳✷ ✲ ❙♣❛t✐❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✶✼
✶✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡
❆ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❧t✐♠❡t❡r ✐s ❛ ♥❛❞✐r ✈✐❡✇✐♥❣ r❛❞❛r t❤❛t ❡♠✐ts r❡❣✉❧❛r ♣✉❧s❡s ❛♥❞ r❡❝♦r❞s t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✱ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡t✉r♥ s✐❣♥❛❧ ❛❢t❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❊❛rt❤✬s s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t
♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ha✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ha = t0 c2 ✱
✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✭t0✮ ♦❢ t❤❡
❡♠✐tt❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣✉❧s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ✈❡r② ♥❛rr♦✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞ r❛♥❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✐❣❤ ❡♠✐ss✐♦♥
♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ♦♥ ❜♦❛r❞ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦
❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❛❧s♦
❦♥♦✇♥ ❛s ❢✉❧❧ ❞❡r❛♠♣ t❡❝❤♥✐q✉❡✮ t❤❛t ❤❛s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❝❤✐r♣ ❛t t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✶✳
❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ r❛♥❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ hr ✭✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡r
B ❛s ❢♦❧❧♦✇s hr = c/(2B)✮ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ha✳ ◆♦t❡ t❤❛t ha ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s s❡❛ s✉r❢❛❝❡
❤❡✐❣❤t ❛♥♦♠❛❧② ✭❙❙❍❆✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❙❙❍❆✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❤❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡r ❤❡✐❣❤t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Hs ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶
s❡r✈❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦♥ ✐ts ♦r❜✐t ✭t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❛❜♦✉t 1 ❝♠ ✐♥ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t s❛t❡❧❧✐t❡s
❬❱✐❣♥✉❞❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ t❡rr❡str✐❛❧ ♦r ♦♥✲❜♦❛r❞ ❉❖❘■❙ ✐♥str✉♠❡♥t
✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✮ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ●P❙ ✭❣❧♦❜❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
s②st❡♠✮✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ✭❙❙❍✮ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
ha ❢r♦♠ Hs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ha ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts
❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts ❬❈❤❡❧t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❱✐❣♥✉❞❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❛r❡ ❦♥♦✇♥
❛s ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② h❛t♠✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞r② ❣❛ss❡s✱
✇❛t❡r ✈❛♣♦r ❛♥❞ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❚❤♦s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢
t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦♥❣❡r ♠❡❛s✉r❡❞ r❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ❧♦✇❡r ❙❙❍✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
✶❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ✐♥✈✐t❡❞ t♦ ❝♦♥s✉❧t ❬❈❤❡❧t♦♥✱ ✶✾✽✾✱ ❖❧❧✐✈✐❡r✱ ✷✵✵✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳
✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❛❞❛r ❛❧t✐♠❡tr② ❬❇❡♥✈❡♥✐st❡✱ ✷✵✶✶❪✳
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ●❛✉ss✐❛♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✇❛✈❡ tr♦✉❣❤s ❛r❡
♠♦r❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t ❛♥❞ r❡✢❡❝t ♠♦r❡ s✐❣♥❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❝r❡st r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s❡❛ ❧❡✈❡❧✳
❚❤✐s ❜✐❛s ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❛s s❡❛ st❛t❡ ❜✐❛s ✭❙❙❇✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② h❙❙❇✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ r❛♥❣❡ h❝ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② h❝ = ha − h❛t♠ − h❙❙❇ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❙❙❍ ✐s
❞❡❞✉❝❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
❙❙❍ = Hs − h❝ = Hs − ha + h❛t♠ + h❙❙❇. ✭✶✳✶✮
❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❢♦❝✉s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❧t✐♠❡tr② ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙❙❍✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ♦❢ t❤❡ ❙❙❍ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❞✉❝❡ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝ ♣❛rt✳ ❙❡✈❡r❛❧
♣❤②s✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❙❙❍✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❊❛rt❤ ✇❤✐❝❤
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♦✐❞ ✭❤❡✐❣❤t hg ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✮✳ ❚❤❡ ❣❡♦✐❞ ✐s t❤❡ ❡q✉✐♣♦t❡♥t✐❛❧
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❊❛rt❤ r♦t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❛♥❞
t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❊❛rt❤✱ t❤❡ ♦❝❡❛♥ ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❬❘♦❜✐♥s♦♥✱ ✷✵✶✵❪✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙❙❍ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♥❡✇ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡
❙❙❍ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♥❡✇ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡t❡r s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✐❞❛❧
✶✳✷ ✲ ❙♣❛t✐❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✶✾
❡✛❡❝ts ht t❤❛t ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦❝❡❛♥ t✐❞❡s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦❧✐❞ ❊❛rt❤ t✐❞❡s✱ ❧♦❛❞✐♥❣ t✐❞❡s
❛♥❞ ♣♦❧❡ t✐❞❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❢❛❝t♦r r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ t❤❛t ❡①❡rts ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❢♦r❝❡
♦♥ t❤❡ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② h❛t♠✷✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ ♦❝❡❛♥ ❧♦✇❡rs t❤❡ s❡❛ ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 1 ♠❜❛r ❧♦✇❡rs s❡❛ ❧❡✈❡❧ ❜②
1 ❝♠✳ ❚❤❡ ❧❛st ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② hd ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛✳ ❚❤❡ ❙❙❍ ✐s ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜②
❙❙❍ = ht + h❛t♠✷ + hd + hg. ✭✶✳✷✮
❊qs✳ ✭✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✮ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②
hd = Hs − ha + h❛t♠ + h❙❙❇ − ht − h❛t♠✷ − hg. ✭✶✳✸✮
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ✭✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❙❙❍✮ ❛♥❞ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❙❙❍✳ ◆♦t❡
✜♥❛❧❧② t❤❛t hd ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞②♥❛♠✐❝ t♦♣♦❣r❛♣❤② hd ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✢✉❝t✉❛t❡s
❛r♦✉♥❞ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❜② ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥♦♠❛❧② ✭❙❙❍❆✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
❙❙❍❆ = Hs − ha + h❛t♠ + h❙❙❇ − ht − h❛t♠✷ − h▼❙❙. ✭✶✳✹✮
✇❤❡r❡ h▼❙❙ = hg+hd ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ ❣❡♦✐❞✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❙❍❆ ✐s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ♦❢
❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s t❤❡
✇✐♥❞ s♣❡❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷ s❤♦✇s t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❙❙❍ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ✭❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❙❙❇✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❞r②
tr♦♣♦s♣❤❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❡rr♦r ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✐❞❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳
✶✳✷✳✷ ▼✐ss✐♦♥s
❙♣❛t✐❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✜rst ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✼✵t❤ ❛✐♠✐♥❣ ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱
❛❧t✐♠❡tr② ❤❛s ❦♥♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❞✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t❤❛t ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts
♦❢ t❤❡ ♦❝❡❛♥ s✉❝❤ ❛s ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ♠❛r✐♥❡ ❝✉rr❡♥ts✱ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❡❛r❧✐❡st
✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❙❙❍ ❬❱✐❣♥✉❞❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳
❈♦rr❡❝t✐♦♥s ▼❡❛♥✭❝♠✮
❚✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❚✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡❡♣ ♦❝❡❛♥ ❈♦❛st❛❧
✭st❞ ❞❡✈✮ ✭❝♠✮ ✭st❞ ❞❡✈✮ ✭❝♠✮
❉r② tr♦♣♦s♣❤❡r❡ 231 0− 2 0− 2
❲❡t tr♦♣♦s♣❤❡r❡ 16 5− 6 5− 8
■♦♥♦s♣❤❡r❡ 8 2− 5 2− 5
❙❡❛ st❛t❡ ❜✐❛s 5 1− 4 2− 5
❚✐❞❡s ∼ 0− 2 0− 80 0− 500
❉②♥❛♠✐❝ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ∼ 0− 2 5− 15 5− 15
❛❧t✐♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❡♠❜❛r❦❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② s❛t❡❧❧✐t❡s s✉❝❤ ❛s✿ ●❊❖❙✲3 ✭1975✮✱ ❙❊❆❙❆❚ ✭1978✮✱
●❊❖❙❆❚ ✭1985✮✱ ❊❘❙✲1 ✭1991✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜rst s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❝❡❛♥
s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s t❤❡ ❋r❛♥❝♦✲❆♠❡r✐❝❛♥ ❚❖P❊❳✴P❖❙❊■❉❖◆ s❛t❡❧❧✐t❡ t❤❛t ✇❛s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ 1992✳
❚❤✐s s❛t❡❧❧✐t❡ ❡♠❜❛r❦❡❞ t✇♦ ❛❧t✐♠❡t❡rs✱ ❛♥ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❛❧t✐♠❡t❡r ❚♦♣❡① ✭❚❖P♦❣r❛♣❤✐❝ ❊❳♣❡r✐♠❡♥t✮
❛♥❞ ❛ ❋r❡♥❝❤ ❛❧t✐♠❡t❡r P❖❙❊■❉❖◆ ❛♥❞ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ 13 ②❡❛rs ♦❢ ✉s❡❢✉❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ ❛ t❤r❡❡ ②❡❛r
♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❧❛♥♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐ts ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s♦♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❝❡❛♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ❝②❝❧❡✳ ❚❤✐s s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❏❛s♦♥✲1 ✭2001✮ ❛♥❞ ❏❛s♦♥✲2 ✭2008✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛♥② ②❡❛r ❞❛t❛ ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛♥♥✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ♦❝❡❛♥ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠✐ss✐♦♥ ❊❘❙✲1
✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❊❘❙✲2 ✭1995✮ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡
❛♥❞ t❤❡ ♦❝❡❛♥✳ ❚❤❡s❡ ♠✐ss✐♦♥s ✇❡r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❊◆❱■❙❆❚ ✭❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❙❛t❡❧❧✐t❡✮ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥
2002 ❛♥❞ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❝❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡✳
▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❈◆❊❙ ✭❈❡♥tr❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞✬➱t✉❞❡s ❙♣❛t✐❛❧❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ■❙❘❖ ✭■♥❞✐❛♥ ❙♣❛❝❡ ❘❡✲
s❡❛r❝❤ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✮ ❛❣❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠✐ss✐♦♥ ❙❛r❛❧ ✭s❛t❡❧❧✐t❡ ✇✐t❤ ❆❘❣♦s ❛♥❞ ❆▲t✐❦❛✮
t❤❛t ❛✐♠s ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✱ r❛✐♥✱ ❝♦❛st❛❧ ③♦♥❡s✱ ❧❛♥❞ ♠❛ss❡s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡s❡ ❣♦❛❧s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡r ❆▲t✐❑❛ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ❑❛✲❜❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s
✶✳✷ ✲ ❙♣❛t✐❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✷✶
♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❦♥♦✇♥ ❛s ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r
❛❧t✐♠❡tr② ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♠✐ss✐♦♥s ❛s t❤❡ r❡❝❡♥t ❈r②♦s❛t✲2 ✭2010✮ s❛t❡❧❧✐t❡ t❤❛t ❡♠❜❛r❦s t❤❡
❙■❘❆▲ ✭❙②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡✮ ❛❧t✐♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♠✐ss✐♦♥s ❙❡♥t✐♥❡❧✲
3 ❛♥❞ ❙✇♦t ✭❙✉r❢❛❝❡ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❖❝❡❛♥ ❚♦♣♦❣r❛♣❤②✮✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛r❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❆❧t✐♠❡tr✐❝ ♠✐ss✐♦♥s ✭❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛✈✐s♦✳♦❝❡❛♥♦❜s✳❝♦♠✴❡♥✴♠✐ss✐♦♥s✳❤t♠❧✮✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✸ s❤♦✇s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ♠✐ss✐♦♥s
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐ss✉❡ s✐♥❝❡ ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✳ ❊①❝❡♣t t❤❡ ❆❧t✐❑❛ ❛❧t✐♠❡t❡r
t❤❛t ♦♣❡r❛t❡s ❛t ❑❛✲❜❛♥❞ ✭35 ●❍③✮✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧t✐♠❡t❡rs ♦♣❡r❛t❡ ❛t ❑✉✲❜❛♥❞ ✭❜❡t✇❡❡♥ 12 ❛♥❞ 18
●❍③✮✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜② t❤❡
❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♦♥♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡❧❛② ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡✱
s♦♠❡ ❛❧t✐♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❚♦♣❡①✱ ❏❛s♦♥✲1 ❛♥❞ ❏❛s♦♥✲2 ♦♣❡r❛t❡ ❛t t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s
t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥♦s♣❤❡r❡ ❛✛❡❝t t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦
t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭t❤✐s ✐♦♥♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ h❛t♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✮✳
✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠✐ss✐♦♥s✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬❘♦s♠♦r❞✉❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❙❛t❡❧❧✐t❡ ▲❛✉♥❝❤ ❆❧t✐♠❡t❡r ❋r❡q✉❡♥❝② ❘❛♥❣❡ ❡rr♦r ✭♦♣❡♥ ♦❝❡❛♥✮
❙❊❆❙❆❚ 1978 ❆▲❚ ❑✉✲❜❛♥❞ 5 ❝♠
❊❘❙✲✶ 1991 ❘❆ ❑✉✲❜❛♥❞ 3 ❝♠
❚♦♣❡①✴P♦s❡✐❞♦♥ 1992
❚♦♣❡① ❑✉ ❛♥❞ ❈✲❜❛♥❞
2 ❝♠
P♦s❡✐❞♦♥✲✶ ❑✉✲❜❛♥❞
❊❘❙✲✷ 1995 ❘❆ ❑✉✲❜❛♥❞ 3 ❝♠
❏❛s♦♥✲✶ 2001 P♦s❡✐❞♦♥✲2 ❑✉ ❛♥❞ ❈✲❜❛♥❞ 2 ❝♠
❊♥✈✐s❛t 2002 ❘❆✲2 ❑✉ ❛♥❞ ❙✲❜❛♥❞ 2✲3 ❝♠
❏❛s♦♥✲✷ 2008 P♦s❡✐❞♦♥✲3 ❑✉ ❛♥❞ ❈✲❜❛♥❞ ✴
❈r②♦s❛t 2010 ❙■❘❆▲ ❑✉✲❜❛♥❞ ✴
❙❛r❛❧ 2013 ❆❧t✐❑❛ ❑❛✲❜❛♥❞ ✴
❙❡♥t✐♥❡❧✲✸ 2014 ❙❘❆▲ ❑✉ ❛♥❞ ❈✲❜❛♥❞ ✴
✶✳✸ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣✉❧s❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❧t✐♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝
✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ts s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ❞❡❛❧s
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s ❜r✐❡✢② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
❧❛st ♣❛rt s❤♦✇s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳
✶✳✸✳✶ ❲❛✈❡❢♦r♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛♥❣❡ ha ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤✐s s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ♦❝❡❛♥✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤✐s s✉r❢❛❝❡ ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❡❛ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞
s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❝❡❛♥✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸ ❢♦r ❛ ❝❛❧♠ ❛♥❞ r♦✉❣❤ s❡❛
s✉r❢❛❝❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s❤♦✇s ❛ ❧♦✇ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
✶✳✸ ✲ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✷✸
❚❤✐s r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❡❝❤♦✑✮ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ r❛❞✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧ ✭❝♦s♠✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥s✱
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮✱ ❛♥❞✴♦r ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ t❤❡r♠❛❧
♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❛s t❤❡ ♣✉❧s❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝✐r❝❧❡s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛❞✐✉s ✇❤♦s❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛❧t✐♠❡tr✐❝
♣♦✇❡r ❬❈❤❡❧t♦♥✱ ✶✾✽✾❪✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ r✐s❡✱ ❛s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❣♦❡s ❞❡❡♣❡r ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
s✉r❢❛❝❡✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ s❧♦♣❡ t❤❛t ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ✭s❡❡
st❡♣s 2 ❛♥❞ 3 ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳❛ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳❜✮✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣
❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❛♥♥✉❧✉s ✭♦❢ ❝♦♥st❛♥t s✉r❢❛❝❡✮ ❛♥❞
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♣✉❧s❡ ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ ♥❛❞✐r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❢♦r ✭❛✮ ❛ ❝❛❧♠ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ✭❜✮ ❛ r♦✉❣❤ s❡❛ s✉r❢❛❝❡✳
✜✈❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Nt ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ t❤❛t ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ Pu ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
✇✐♥❞✱ ❙❲❍ ✐s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t✱ τ ✐s t❤❡ ❡♣♦❝❤ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡
❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ ξ ✐s t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ λs ✐s t❤❡ s❦❡✇♥❡ss r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✳
✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡♣♦❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛
t✐♠❡ s❤✐❢t ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② τs✳ ❚❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ✐s
❛❧s♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✉♥✐ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ Ts
❛s ❢♦❧❧♦✇s τs = τTs✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❛t τ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❣❛t❡ ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ hr✱ ✇✐t❤ hr = cTs/2 = 46 ❝♠✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ✉♥✐t ✭✐✳❡✳✱ ♠❡t❡r✮ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢
✐♥t❡r❡st s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❧t✐t✉❞❡✳
✶✳✸✳✷ ❲❛✈❡❢♦r♠ ♠♦❞❡❧s
❚❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r s(t) ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❦♥♦✇♥ ♠❛♥② ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬▼♦♦r❡ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✶✾✺✼❪ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❝♦♥✈♦❧✉t✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥
❬❇❛rr✐❝❦✱ ✶✾✼✷❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t❤❛t ✇❛s ✜♥❛❧❧②
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❬❇❛rr✐❝❦ ❛♥❞ ▲✐♣❛✱ ✶✾✽✺❪✳ ❚❤✐s ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
✶✳✸ ✲ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✷✺
❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ t❡r♠s ✭✇❤♦s❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✺✮✿ t❤❡ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✭❋❙■❘✮✱
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t t❛r❣❡t
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r ✭P❚❘✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪
s(t) = ❋❙■❘(t) ∗ P❉❋(t) ∗ P❚❘T (t) ✭✶✳✺✮
✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ t✇♦✲✇❛② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❛♥❣✐♥❣ t✐♠❡s✱ ✐✳❡✳✱ t = t′ − 2hc ✱ ✇✐t❤ t′ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛♥t ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ h t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✷ ❛♥❞ c t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❤r❡❡ t❡r♠s ♦❢ ✭✶✳✺✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❙❤❛♣❡s ♦❢ ❋❙■❘✱ P❉❋ ❛♥❞ P❚❘T ✳
❋❧❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡
❚❤❡ ❋❙■❘ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✶✳✺✮ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❤❛s ❦♥♦✇♥ ♠❛♥②
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤✐s t❡r♠ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪
❋❙■❘(t′) =
λ2
(4π)3Lp
∫
R+×[0,2π[
δ(t′ − 2rc )G2(ρ, φ)σ0
r4
ρdρdφ ✭✶✳✻✮
✷❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❤❡✐❣❤t ha ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ h ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ha = h+ δh ✇❤❡r❡ δh ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦
❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ✳
✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
✇❤❡r❡ ρ✱ φ ❛r❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ Lp ✐s t❤❡ t✇♦✲✇❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss✱
λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ G ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r ❛♥t❡♥♥❛✱ δ(t) ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ σ0
✐s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✸
❛♥❞ r =
√
ρ2 + h2 ✐s t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✻✮✳ ❚❤❡
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ●❡♦♠❡tr② ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✳
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❙■❘ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ♦❢ ♠♦❞✐✜❡❞
❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s
❋❙■❘(t) = Pu exp
[
−χt− 4
γ
sin2 ξ
]
U(t)
∞∑
k=0
{
(−1)kΓ(k + 1/2)√
πΓ(k + 1)
[
γβ
√
t
8 cos2 ξ
]k
Ik
(
β
√
t
)}
✭✶✳✼✮
✇❤❡r❡ U(t) ✐s t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ Ik(t) ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ kt❤ ♦r❞❡r✱ Γ(k) ✐s t❤❡
❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ γ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♣❡rt✉r❡✱ Pu =
λ2G20cσ
0
4(4π)2Lph3
✐s ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ r❛❞❛r ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ G0 ✐s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♣♦✇❡r ❣❛✐♥
❛t ❜♦r❡s✐❣❤t✱ ξ ✐s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
χ =
4c
γh
cos (2ξ)
β =
4
γ
[ c
h
]1/2
sin (2ξ). ✭✶✳✽✮
✸❚❤✐s t❡r♠ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❚♦✉r♥❛❞r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳
✶✳✸ ✲ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✷✼
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ❜② ✐ts ✜rst t❡r♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❋❙■❘ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼✱ ❍❛②♥❡✱ ✶✾✽✵❪
❋❙■❘(t) ≃ Pu exp
[
−χt− 4
γ
sin2 ξ
]
I0
(
β
√
t
)
U(t). ✭✶✳✾✮
❚❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r s(t) ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡
♦t❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r ③❡r♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②
❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪ ❛♥❞ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ I0 (t) ❬❆❜r❛♠♦✇✐t③ ❛♥❞ ❙t❡❣✉♥✱ ✶✾✻✺❪✳ ■♥ ❬❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪✱ ❛ ✜rst
♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❤❛s s❤♦✇♥ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r s♠❛❧❧ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡
✭ξ ❧❡ss t❤❛♥ 0.3◦✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋❙■❘
❋❙■❘(t) ≃ Pu exp
[
−
(
χ− β
2
4
)
t− 4
γ
sin2 ξ
]
U(t). ✭✶✳✶✵✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡ss ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥t✐❧ ξ =
0.8◦✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❤❛s s❤♦✇♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❬❉❡s❥♦♥q✉❡r❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❚❤✐❜❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✶✵❪
I0
(
β
√
t
)
≃ 2 exp
[
β2 (t)
8
]
− 1. ✭✶✳✶✶✮
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋❙■❘ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪
❋❙■❘(t) ≃ 2Pu exp
[
−
(
χ− β
2
8
)
t− 4
γ
sin2 ξ
]
U(t)− Pu exp
[
−χt− 4
γ
sin2 ξ
]
U(t). ✭✶✳✶✷✮
◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❛♥♦t❤❡r ❋❙■❘ ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✽✾❪ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣
❛♥❣❧❡s✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❋❙■❘ ✐♥❝❧✉❞❡s 3 ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu✱ t❤❡
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ξ ❛♥❞ t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ❞❡❧❛② τs ✐♥ t❤❡
❋❙■❘ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ✭❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r
s(t) ❜② τs ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹ ✭t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t✐♠❡ ❣❛t❡ τ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 0✮✳
✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ P❉❋ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs✳
❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙❲❍ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪
P❉❋(t) =
1√
2πσs
exp
(
− t
2
2σ2s
)
✭✶✳✶✸✮
✇✐t❤ σs = ❙❲❍2c ✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❋ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❍❛②♥❡✱ ✶✾✽✵✱ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞
▲♦♥❣✱ ✶✾✽✵❪ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝ ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s❦❡✇♥❡ss λs✮✳ ❚❤✐s
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s s♦♠❡ ❜✐❛s❡s ✐♥ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ s❡❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❡♣❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❩❛♣❡✈❛❧♦✈✱ ✷✵✶✷❪✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧②
t❤❛t t❤❡ P❉❋ ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦♥❡ ✭❙❲❍✮ ♦r t✇♦ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❙❲❍ ❛♥❞ λs✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❘❛❞❛r s②st❡♠ ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡
❚❤❡ r❛❞❛r ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ sq✉❛r❡❞ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❝❤✐r♣✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪
P❚❘T (t) =
∣∣∣∣∣∣
sin
(
π tTs
)
π tTs
∣∣∣∣∣∣
2
✭✶✳✶✹✮
✇❤❡r❡ Ts = 1/B ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ B ✐s t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡r✳ ❚❤✐s
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ✷✵✵✹❪ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛♥
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✶✳✺✮
P❚❘T (t) ≃ 1√
2πσp
exp
(−t2
2σ2p
)
✭✶✳✶✺✮
✇✐t❤ σp = 0.513Ts ❬▼❛❝❆rt❤✉r ❛♥❞ ▲❛❜♦r❛t♦r②✱ ✶✾✼✽❪ ✭♥♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t σp = 0.425Ts ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥
❬❇❛rr✐❝❦✱ ✶✾✼✷✱ ❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❧❡ ✐t ❤❛s ❛❧♠♦st ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡
✶✳✸ ✲ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✷✾
♦❢ t❤❡ r❡❛❧ P❚❘T ✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✉♠ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
P❚❘T ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ♠❛♥② st✉❞✐❡s ❬❈❛❧❧❛❤❛♥ ❛♥❞ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✷✵✵✹✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥✱ ✶✾✾✹✱ ❩❛♥✐❢é
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳
❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
▼❛♥② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r s(t) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r
t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❝❝✉r❛❝②
❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❤❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
st✉❞②✐♥❣ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 4 ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❲❍✱ τs✱ Pu ❛♥❞ ξ✳ ❚❤✐s ✈❡❝t♦r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♦❢t❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❬❖❧❧✐✈✐❡r✱ ✷✵✵✻✱ ❙❛♥❞✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✺✱ ❙❡✈❡r✐♥✐✱ ✷✵✶✵❪✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❢❛♠♦✉s ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥ ✭✶✳✺✮ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ❢♦r t❤❡ ❋❙■❘ ❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✺✮ ❢♦r t❤❡
P❉❋ ❛♥❞ P❚❘T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②
s(t) =
Pu
2
exp (−v) [1 + ❡r❢(u)] +Nt ✭✶✳✶✻✮
✇✐t❤
u =
t− τs − ασ2c√
2σc
, v = α
(
t− τs − α
2
σ2c
)
, α = χ+
4
γ
sin2 ξ − β2/4
σ2c = σ
2
s + σ
2
p. ✭✶✳✶✼✮
✇❤❡r❡ ❡r❢ (t) = 2√
π
∫ t
0 e
−z2 dz st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧
✭t❤❛t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ❛s ✐t ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❏❛s♦♥✲✶✮
✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✶✳✶✷✮✱ ✭✶✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✺✮ ❢♦r
t❤❡ ❋❙■❘✱ P❉❋ ❛♥❞ P❚❘T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
s(t) = Pu exp (−v1) [1 + ❡r❢(u1)]− Pu
2
exp (−v2) [1 + ❡r❢(u2)] +Nt ✭✶✳✶✽✮
✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
✇✐t❤
u1 =
t− τs − α1σ2c√
2σc
, v1 = α1
(
t− τs − α1
2
σ2c
)
, α1 = χ+
4
γ
sin2 ξ − β2/8
u2 =
t− τs − α2σ2c√
2σc
, v2 = α2
(
t− τs − α2
2
σ2c
)
, α2 = χ+
4
γ
sin2 ξ. ✭✶✳✶✾✮
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐t❤♦✉t ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✭ξ = 0◦✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ 3 ♣❛r❛♠❡t❡rs (❙❲❍, τs, Pu) ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
s(t) =
Pu
2
exp
[
−α
(
t− τs − α
2
σ2c
)] [
1 + ❡r❢
(
t− τs − ασ2c√
2σc
)]
+Nt ✭✶✳✷✵✮
✇✐t❤ α = 4cγh ❛♥❞ σ
2
c =
❙❲❍2
4c2
+ σ2p✳
❙♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡
❆❧t✐♠❡t❡r ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧t✐♠❡tr✐❝
❡❝❤♦ ❣✐✈❡♥ ❜②
yk = sknk, k = 1, . . . ,K ✭✶✳✷✶✮
✇❤❡r❡ yk = y (kTs) ✐s t❤❡ kt❤ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❝❤♦✱ sk = s (kTs) ✐s t❤❡ kt❤ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡❝❤♦ ❛♥❞ nk ❞❡♥♦t❡s t❤❡ kt❤ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤✐s ♥♦✐s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Lc ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❜②
√
Lc ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣✉❧s❡✲t♦✲♣✉❧s❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✮ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♥♦✐s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❬▼❛✐❧❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ❖❧❧✐✈✐❡r✱ ✷✵✵✻❪✳
❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❝❤♦ ✐s ♠♦r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳
✶✳✸✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ r❡tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✮ ✉s❡❞ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ✉s❡s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
✶✳✸ ✲ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✸✶
❞❡s✐r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦✛s❡t ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✭❖❈❖●✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❲✐♥❣❤❛♠
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❪✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞ ❬❉❛✈✐s✱ ✶✾✾✺✱ ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞s ❬❇❛♦
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❍✇❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ✇❡
✐♥✈✐t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❝♦♥s✉❧t ❬●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡♠✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ✉s❡ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❖♥❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦♣✉❧❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❬❈❤❛❧❧❡♥♦r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞
❛ss✉♠❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❝❤♦❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦st✲❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✮ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣❛♠♠❛
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥♦✐s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❈❤❛❧❧❡♥♦r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❪
C = ❈st❡+ Lc
K∑
k=1
yk
sk
− (Lc − 1)
K∑
k=1
ln (yk) + Lc
K∑
k=1
ln (sk) ✭✶✳✷✷✮
✇❤❡r❡ ❈st❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ sk = s(kTs) ✐s t❤❡ kt❤ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡❝❤♦✱ K ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s✱ Lc ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ❛♥❞ yk = y(kTs) ✐s t❤❡ kt❤ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♥♦✐s② ❡❝❤♦✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❋✐s❤❡r s❝♦r✐♥❣ ❬●r❡❡♥✱ ✶✾✽✹❪ t❡❝❤♥✐❝ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
❧❡❛st sq✉❛r❡s ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧t✐♠❡tr② ❬❉❡♥❣ ❛♥❞ ❋❡❛t❤❡rst♦♥❡✱ ✷✵✵✻✱ ❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺✱
❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪
C = 1
P 2u
K∑
k=1
(yk − sk)2. ✭✶✳✷✸✮
❆♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❲▲❙✮ ❣✐✈❡♥ ❜②
C =
K∑
k=1
(
yk − sk
wk
)2
✭✶✳✷✹✮
✇❤❡r❡ wk ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ sk ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✭✶✳✷✹✮ r❡❞✉❝❡s t♦ ✭✶✳✷✸✮
❢♦r wk = Pu✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ✇❡✐❣❤t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❛♥❣❡
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬▼❛✉s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t t❤❡♠✳ ▼❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ♠❡t❤♦❞ ❬❇❡rts❡❦❛s✱ ✶✾✾✺❪✱ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥
♠❡t❤♦❞ ✭✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ▼▲❊✸ ♦r ▼▲❊✹ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺✱ ❚❤✐❜❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✮
❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ♠❡t❤♦❞ ❬◆❡❧❞❡r ❛♥❞ ▼❡❛❞✱ ✶✾✻✺❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
s✉❝❤ ❛s ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❬❇♦❡r✱ ✷✵✵✻❪ ♦r ❛ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❡①tr❛❝t t❤❡ P❉❋ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡st✐♠❛t❡ s❡❛ st❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③ ❛♥❞ ❈❤❛♣♠❛♥✱ ✶✾✽✾❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s
t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♠♦st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡❝❤♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
q✉❛❧✐t②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▼❛✉s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ❢♦r ❛ ❣r♦✉♣
♦❢ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬❏♦r❞✐ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✶✵❪✳
✶✳✸✳✹ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣✉❧s❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❧t✐♠❡tr② ❤❛s ❛♥ ❛♥♥✉❧✉s ❢♦♦t♣r✐♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳ ❚❤✐s ❢♦♦t♣r✐♥t
♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛❞✐✉s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❧❛r❣❡ r❛❞✐✉s ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ✐s t❤❛t ✐t ❝♦♠♣r✐s❡s s✉✣❝✐❡♥t r❛♥❞♦♠
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr✐❝
♠♦❞❡❧s ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛r❡❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s
❧❛r❣❡ ❢♦♦t♣r✐♥t✱ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❧❛♥❞ r❡t✉r♥s ♦r ❜② t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢
❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ s❡♣❛r❛t❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❛✈❡❢♦r♠
♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦❝❡❛♥✐❝ ❡❝❤♦ s❤❛♣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✱ t❤❡
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❢♦♦t♣r✐♥t s♣r❡❛❞s ♣❛rt❧② ♦✈❡r ♦❝❡❛♥ ❛♥❞ ❧❛♥❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✼✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡❝❤♦ ♣r❡s❡♥ts ♣❡❛❦s ✇❤♦s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♥❛❞✐r ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡
❝♦❛st ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ s✉r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♦❝❡❛♥✐❝ ❛♥❞ ❧❛♥❞ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤♦s❡
❝♦rr✉♣t❡❞ ❡❝❤♦❡s ✇❡r❡ ✜rst ❞✐s❝❛r❞❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❢❛❧s❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦❝❡❛♥✐❝ ❡❝❤♦✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❧♦st
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛st ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✇❛st❡❢✉❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❣r❡❛t ❡✛♦rt ✐s ♥♦✇ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❝♦❛st❛❧
✇❛✈❡❢♦r♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝♦❛st ❬❉❡s♣♦rt❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱
✶✳✸ ✲ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✸✸
✷✵✶✵✱ ●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ♥❡✇ ❛r❡❛ ♦❢
st✉❞② t❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡s ❛ ❧♦t ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠✐ss✐♦♥s ✭❆❧t✐❑❛✱ ❈r②♦s❛t✲2✮ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝ts s✉❝❤ ❛s
P■❙❚❆❈❍ ❬▼❡r❝✐❡r ❡t ❛❧ ✱ ✶✾✾✽❪✹ ❛♥❞ ❈❖❆❙❚❆▲❚ ❬❱✐❣♥✉❞❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✺✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦ ❬●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜❪✳
❆♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢
♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡q✉✐r❡s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ r❛♥❣❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
t❤❛t s❤♦✇s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 1 ❝♠ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✮✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✐♥str✉♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❣❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛❜♦✉t 2 ❝♠ ❢♦r 1 s❡❝♦♥❞ ♦❢ ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✸✮✳ ❚❤✐s
✹❚❤❡ P■❙❚❆❈❍ ♣r♦❥❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉♥❞❡❞ ❜② ❈◆❊❙✳
✺❚❤❡ ❈❖❆❙❚❆▲❚ ♣r♦❥❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ s♣❛❝❡ ❛❣❡♥❝② ✭❊❙❆✮✳
✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
✐s ✐♥ ♣❛rt ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦❡s ❜② ❛ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ✇❤♦s❡ ❡✛❡❝t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞
❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♠❛♥② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛ ❧♦t ♦❢ ❡❝❤♦❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ r❛♥❣❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧♦✇ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ♥♦t
s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ❛❝❝✉r❛❝② ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✶✳✹ ◆❡✇ ❛❧t✐♠❡t❡rs
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t✇♦ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ❛r❡❛✳ ❚❤❡s❡ t✇♦
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❑❛✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s✳
✶✳✹✳✶ ❆❧t✐❑❛
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❆❧t✐❑❛ ✐s ❛♥ ❛❧t✐♠❡t❡r ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❑❛✲❜❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❑✉✲❜❛♥❞✳
❲♦r❦✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜r✐♥❣s ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❛♠✇✐❞t❤ ✭s✐♥❝❡ ✐t ✐s
✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ❝♦rr❡❝t
t❤❡ ✐♦♥♦s♣❤❡r✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s s♦♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝
♠♦✐st✉r❡✳ ❚❤✐s ❛❧t✐♠❡t❡r ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡t❡r ✐♥ ❛ ♠♦❞❡r♥ s❡♥s❡ s✐♥❝❡ ✐t
✐♥❝❧✉❞❡s ♠❛♥② ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬❘❛♥❡② ❛♥❞ P❤❛❧✐♣♣♦✉✱ ✷✵✶✶❪✿
• ❚❤❡ r❛♥❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B t♦ 480 ▼❍③ ✇❤✐❧❡
✐t ✇❛s 320 ▼❍③ ❢♦r ❑✉✲❜❛♥❞ ❛❧t✐♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s 31 ❝♠ ✇❤✐❧❡ ✐t ✇❛s 46
❝♠ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❙❙❍✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥❞✉❝❡s ❛ s♠❛❧❧❡r
❢♦♦t♣r✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❝♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
• ❚❤❡ 3 ❞❇ ❜❡❛♠✇✐❞t❤ ✐s ♥❛rr♦✇❡r ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ❛r❡❛ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
❣❛✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❜✉❞❣❡t ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡r✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡r ❜❡❝♦♠❡s
♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✳
✶✳✹ ✲ ◆❡✇ ❛❧t✐♠❡t❡rs ✸✺
• ❆ ❤✐❣❤❡r ♣✉❧s❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭P❘❋ ≃ 4 ❦❍③✮ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❲❛❧s❤
❜♦✉♥❞✻✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❡❝❤♦❡s t♦ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❢♦r ♦♥❡
s❡❝♦♥❞✳
❚❤❡s❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❆❧t✐❑❛ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ❢♦♦t♣r✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦❛st❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r P❘❋ ✭♠♦r❡
❛✈❡r❛❣❡❞ ❡❝❤♦❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❛♥❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡r ✐s ♠♦r❡
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❤②❞r♦♠❡t❡♦rs ✭✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡ts✮ t❤❛t ♠❛② ❝❛✉s❡ ❧❡ss t❤❛♥ 4% ♦❢ ❞❛t❛ ❧♦ss✳
■t ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ♠♦♥✐t♦r❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡
❤❛s t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❆❧t✐❑❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✐ts ❡❝❤♦❡s ✇❤✐❧❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡
♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✶✳✹✳✷ ❉❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❚❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡t❡r ✭❉❉❆✮ ✐s ♣✉❧s❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❛s
✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘❛♥❡② ✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪✼ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✽✮✳ ❉❉❆ ✜ts ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s
• ❚❤❡ ✜rst ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✭❧♦♦❦s✮ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❉❉❆ r❡q✉✐r❡s ❝♦❤❡r❡♥t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❧s❡s ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
P❘❋ ✭P❘❋ = 18182 ❍③ ❢♦r ❙■❘❆▲ ❛❧t✐♠❡t❡r ❬❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✮✳
• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
t♦ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ✉♥t✐❧ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 300 ♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❛st ✭✇❤✐❧❡ ✐t ✇❛s ❛❜♦✉t 10
❦♠ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❛t ✉s❡s t❤❡
✻❚❤❡ ❲❛❧s❤ ❜♦✉♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ P❘❋ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❬❲❛❧s❤✳✱
✶✾✽✷❪✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❘❛♥❡② ❛♥❞ P❤❛❧✐♣♣♦✉✱ ✷✵✶✶❪✳
✼❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ✐♥✈✐t❡❞ t♦ ❝♦♥s✉❧t ❬❈❤❡❧t♦♥✱ ✶✾✽✾✱ ❙❛♥❞✇❡❧❧✱ ✷✵✶✶❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❧s❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❧✐♠✐t❡❞
❢♦♦t♣r✐♥t✳ ❇❡❢♦r❡ ❉❉❆✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣✉❧s❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦♦t♣r✐♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡❛ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❛t ♦❢ ❜❡❛♠ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦♦t♣r✐♥t✳
✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
❉♦♣♣❧❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✽
✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠ ❉❉❆ ✇❛✈❡❢♦r♠✳
❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❉❉❆ ✐♥ ♠❛♥② ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠✐ss✐♦♥s✳
❚❤❡ ✜rst s❛t❡❧❧✐t❡ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❉❉❆ ✐s t❤❡ ❈r②♦s❛t✲2 s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥ ❜♦❛r❞ ❛ ❙■❘❆▲ ✐♥str✉♠❡♥t
t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❉❉❆ ♠♦❞❡✳ ❖t❤❡r ❢✉t✉r❡ ♠✐ss✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❉❉❆ ❛r❡ ❙❡♥t✐♥❡❧✲3✱ ❏❛s♦♥✲❈❙ ✭❏❛s♦♥
❈♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❙❡r✈✐❝❡✮✱ ❛♥❞ ❙❲❖❚ ✭❙✉r❢❛❝❡ ❲❛t❡r ❖❝❡❛♥ ❚♦♣♦❣r❛♣❤②✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ t❤✐s ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❉❉❆ ❡❝❤♦ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡ss t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛t❛✳
✶✳✺ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✸✼
✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❧t✐♠❡tr② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❢♦r♠ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦❡s ❜② ❧❛♥❞ r❡t✉r♥ ✐♥ ❝♦❛st❛❧ ❛r❡❛s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❜②
s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❑❛✲❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡t❡rs ✇❡r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②✳
❚❤✐s ❛❝❝✉r❛❝② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❝♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ♠❛②
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥❞ ❛s
st❛t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❞❛t❛ ❛♥❞ t♦
t❤♦r♦✉❣❤❧② t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✳
✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ ❆❧t✐♠❡tr②
✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ♣❛r s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t ❛ ❢♦✉r♥✐ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❈❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ❞é❝r✐t❡s✳ ❈❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s♦♥t
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉❡s à ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤♦s ♣❛r ❞❡s r❡t♦✉rs ❞❡ ❧❛ t❡rr❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❝ôt✐èr❡s ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ t❛❝❤❡ ❛✉ s♦❧ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❞❡s
❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❝❤❛t♦✐❡♠❡♥t✳ ❉❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ q✉✐ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧✬❛❧t✐♠ètr❡ à
❜❛♥❞❡ ❑❛ ❡t ❧✬❛❧t✐♠ètr❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✱ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ✈r❛✐ ♣♦t❡♥t✐❡❧
♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s✳
▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬♦❜t❡♥✐r ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❛
q✉❛❧✐té ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s q✉✐ ❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝ôt✐èr❡ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞é✜♥✐
♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❡t ❜✐❡♥ ♣r♦✜t❡r ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✳ ❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✳
❈❤❛♣t❡r ✷
❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❈♦♥t❡♥ts
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❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦rr♦♠♣✉❡ ♣❛r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r ❧❛ t❡rr❡✱ ♣❛r ❧❛ ♣❧✉✐❡
❬❚♦✉r♥❛❞r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✱❜❪ ♦✉ ♣❛r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts
❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡✮
✐♥❡✣❝❛❝❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥❡✣❝❛❝✐té ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① é❝❤♦s ❝ôt✐❡rs ❞❡ ❏❛s♦♥✲2
✸✾
✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✭❝♦✉r❜❡s ♥♦✐r❡s✮ ❡t ❧❡✉rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❇r♦✇♥ ✭❝♦✉r❜❡s ❜❧❡✉❡s✮✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐❝ à ❧✬❡①tré♠✐té ❞✉
❢r♦♥t ❞❡ ♠♦♥té❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❛✮✮ ♦✉ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ✜♥❛❧ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❜✮✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❇r♦✇♥ ❡st
♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s❛✐s✐r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝❤♦ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ❡✛♦rt ❡st ré❝❡♠♠❡♥t
❝♦♥s❛❝ré ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ❝ôt✐èr❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ♣rès ❞❡ ❧❛
❝ôt❡ ❬❉❡s♣♦rt❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s é❝❤♦s ❝ôt✐❡rs ❛ ré❝❡♠♠❡♥t été ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❥❡ts P■❙❚❆❈❍ ❬▼❡r❝✐❡r ❡t ❛❧ ✱ ✶✾✾✽❪ ❡t ❈❖❆❙❚❆▲❚ ❬❱✐❣♥✉❞❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t P■❙❚❆❈❍✱ ✈✐s❛♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦t✐èr❡✱
❧❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥t ❝❧❛ssés s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ❢♦r♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ❬❚❤✐❜❛✉t
❛♥❞ P♦✐ss♦♥✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✬✐s♦❧❡r ❧❡s é❝❤♦s ❛②❛♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❣râ❝❡ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és
à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s
❧❡ ♣r♦❥❡t P■❙❚❆❈❍ s♦♥t ❝♦rr♦♠♣✉❡s ♣❛r ❞❡s ♣✐❝s✳ ❈❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ♦❜s❡r✈és ❞❛♥s ❧❡s
③♦♥❡s ❝ôt✐èr❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡♥ ♦❝é❛♥✱ ❡♥✈✐r♦♥ ✾✺ % ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s s♦♥t ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❇r♦✇♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞é❝r♦✐t r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❝ôt❡s ✭♦✉ s✉r ❞❡s
s✉r❢❛❝❡s ♣♦❧❛✐r❡s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥✈✐r♦♥ ✸✵ % ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❡♥
❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ 8 ❦♠ ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ❛✈❡❝ ♣✐❝ ❣❛✉ss✐❡♥
❛s②♠étr✐q✉❡ ✭❇❆●P✮✱ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♣✐❝✳ ❈❡s é❝❤♦s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à
❝❡✉① ❞❡s ❝❧❛ss❡s 7 ❡t 13 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ✭❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶ ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬é❝❤♦s
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣✐❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣✐❝s ❞❡s é❝❤♦s
❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❞❛♥s ❬●ó♠❡③✲❊♥r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❚♦✉r♥❡r❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❝❛r ✐❧ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛s②♠étr✐❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞✉ ♣✐❝✳ ❈❡tt❡
❛s②♠étr✐❡ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ 7 ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥ ♣✐❝ ❛s②♠étr✐q✉❡ s✐t✉é
à ❧✬❡①tré♠✐té ❞✉ ❢r♦♥t ❞❡ ♠♦♥té❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❛✮✮✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé
❇❆●P ❡st q✉✬✐❧ s❡ ré❞✉✐t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣✐❝ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱
♦♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ❧♦rs ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
é❝❤♦s ♦❝é❛♥✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉✬à ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❝♦rr♦♠♣✉s ♣❛r ❞❡s ♣✐❝s✳
✷✳✶ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮ ✹✶
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❇❆●P ♣❡✉t ❣ér❡r ❧❡s ♣✐❝s s②♠étr✐q✉❡s ❛✛❡❝t❛♥t
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛s②♠étr✐❡ ❡st ♠✐s à ③ér♦✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❇❆●P
❞❡✈r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s é❝❤♦s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ 13 ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✭❜✮ ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❇❆●P ❝♦♥✈✐❡♥t ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s é❝❤♦s ♦❝é❛♥✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s é❝❤♦s ❝♦rr♦♠♣✉s s♦✐t ♣❛r ✉♥ ♣✐❝ s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❛s②♠étr✐q✉❡✳
❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❇❆●P✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ q✉✐ ❛ ♠♦♥tré ❞✬✐♥tér❡ss❛♥ts rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡
❇r♦✇♥ ❬❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❇❆●P ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❞❡✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ét✉❞✐és ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺❪ ❡t ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✹❪✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ❬◆❡❧❞❡r ❛♥❞ ▼❡❛❞✱ ✶✾✻✺❪✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❇❆●P
s♦♥t ❛✉ss✐ ❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ ❈❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡
t♦✉t ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❝❡s ❜♦r♥❡s ❡st q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡
t♦✉t ❡st✐♠❛t❡✉r ▼▲❊ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ s♦✉s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t ♣♦✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡
❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ♣❛r s❛ ❜♦r♥❡✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❬❑❡♥❞❛❧❧ ❛♥❞ ❙t✉❛rt✱
✶✾✻✶✱ ❝❤❛♣✳✶✽❪ ✭♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s✮✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st str✉❝t✉ré ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ✭♥♦té ❇❆●P✮✳
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❇❆●P✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇r♦✇♥ ❛✈❡❝ ♣✐❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
❞❛♥s ❬❚♦✉r♥❡r❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❇❆●P
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡r✈❛♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r
❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❇❆●P✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❇❆●P✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s s♦♥t
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ré❡❧s ✐ss✉s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❏❛s♦♥✲2 ❡st ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✷✳✾ ❡t ✷✳✶✵ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❖✈❡r ❛♥ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦ ❤❛s ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡✱ ✇✐t❤ ❛ st❡❡♣❧② r✐s✐♥❣ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ♣♦✇❡r ♦✈❡r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡
❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❬❆❧❜❡rt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼✱ ◆❛❡♥♥❛ ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✷✵✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝
✇❛✈❡❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❧❛♥❞ r❡t✉r♥s✱ ❜② r❛✐♥ ❬❚♦✉r♥❛❞r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✱❜❪ ♦r ❜② t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥
♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ s❡♣❛r❛t❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✮ ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶
✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦❛st❛❧ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✭❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❡st✐♠❛t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶ ✭❛✮✮ ♦r ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡
✭❋✐❣✳ ✷✳✶ ✭❜✮✮✱ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦✳ ❆
❣r❡❛t ❡✛♦rt ✐s ♥♦✇ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❝♦❛st❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝♦❛st ❬❉❡s♣♦rt❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦❛st❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❥❡❝ts P■❙❚❆❈❍ ❬▼❡r❝✐❡r ❡t ❛❧ ✱ ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ ❈❖❆❙❚❆▲❚ ❬❱✐❣♥✉❞❡❧❧✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ P■❙❚❆❈❍ ♣r♦❥❡❝t ❛✐♠✐♥❣ ❛t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❝♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡t❡r ♣r♦❞✉❝ts✱
✇❛✈❡❢♦r♠s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷ ❬❚❤✐❜❛✉t ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✱
✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✐s♦❧❛t❡ ❡❝❤♦❡s ❤❛✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧t✐♠❡t❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥❦s t♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡tr❛❝❦✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✱ s❡✈❡r❛❧ s✐❣♥❛❧ ❝❧❛ss❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ P■❙❚❆❈❍ ♣r♦❥❡❝t ❛r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s✐❣♥❛❧s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♣❡❛❦s✳ ❚❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❛st❛❧
❛r❡❛s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ ♦♣❡♥ ♦❝❡❛♥✱ ❛❜♦✉t 95 % ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛sts ✭♦r ♦✈❡r ♣♦❧❛r s✉r❢❛❝❡s✮✱ t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ r❛♣✐❞❧②
❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✱ r♦✉❣❤❧② 25% t♦ 30% ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 8 ❦♠ ♦✛ t❤❡ s❤♦r❡❧✐♥❡s✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❡❛❦② ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
✐♥ ❝❧❛ss❡s 7 ❛♥❞ 13 ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✷ ✲ ♥♦t❡ t❤❛t ❋✐❣✳ ✷✳✶ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s❤♦✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❜♦t❤
❝❧❛ss❡s✮ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❇r♦✇♥ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦ ✭❇❆●P✮ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ✐s
✷✳✷ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹✸
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❛❧ ❏❆❙❖◆✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r s✐❣♥❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❇r♦✇♥ ❡❝❤♦ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣
●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡s t♦ ♠♦❞❡❧ ♣❡❛❦s ✐♥ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❤❛s ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❬●ó♠❡③✲❊♥r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱
❚♦✉r♥❡r❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ♣❡❛❦
❛s②♠♠❡tr② t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ P❡❛❦ ❛s②♠♠❡tr② ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❝❧❛ss 7 ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ✭❛✮ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❆♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧
✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦❝❡❛♥✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r
✇❛✈❡❢♦r♠s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♣❡❛❦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡
s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡❛❦s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✳
❚❤✉s t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss 13
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ✭❜✮ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ✉s✉❛❧
♦❝❡❛♥✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦❛st❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝
♣❡❛❦✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ▼▲ ♠❡t❤♦❞
t❤❛t ❤❛s s❤♦✇♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❬❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪✳
✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❉✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❈◆❊❙✴P■❙❚❆❈❍ ♣r♦❥❡❝t✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐♥ ❝❧❛ss❡s 1✱ 7✱ 13 ❛♥❞ ♦t❤❡rs ✈❡rs✉s ❞✐st❛♥❝❡
t♦ t❤❡ ❝♦❛st✳
❈❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮ ♦❢ t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s
❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ str❛t❡❣②✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐♥ ❬❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺❪ ❛♥❞ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡
✷✳✸ ✲ ❲❛✈❡❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ ✹✺
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ♠❡t❤♦❞ ❬◆❡❧❞❡r ❛♥❞ ▼❡❛❞✱ ✶✾✻✺❪ ✐s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s
✭❈❘❇s✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ▼▲❊ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡
s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❜② ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❘❇ ✉♥❞❡r ✇❡❛❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❬❑❡♥❞❛❧❧ ❛♥❞ ❙t✉❛rt✱ ✶✾✻✶✱ ❝❤❛♣✳ ✶✽❪ ✭✇❡ ♠❛✐♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❛ t✇✐❝❡✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤r♦✉❣❤♦✉t ✐ts r❛♥❣❡✮✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s
st✉❞②✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❇❆●P✱ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❇r♦✇♥ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦ ♠♦❞❡❧
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❚♦✉r♥❡r❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❛r❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❆●P
♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❈❘❇s ♦❢ t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
r❡❛❧ ❏❛s♦♥✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ✜♥❛❧❧② r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✾✳
✷✳✸ ❲❛✈❡❢♦r♠ ♠♦❞❡❧
❆ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✬s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦❝❡❛♥✐❝
s✉r❢❛❝❡s✱ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✳✷✵✮ ✇❤✐❝❤
s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ s(t) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✷✵✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
sk =
Pu
2
[
1 + ❡r❢
(
kTs − τs − ασ2c√
2σc
)]
❡①♣
[
−α
(
kTs − τs − ασ
2
c
2
)]
+Nt, ✭✷✳✶✮
✇❤❡r❡ Ts ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ sk = s(kTs) ✐s t❤❡ kt❤ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧
❛♥❞ τs ✐s t❤❡ ❡♣♦❝❤ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Nt ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s
t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❛♠♣❧❡s sk✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
Nt = 0 ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✶✮ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛s
✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ♦❝❡❛♥✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❢r♦♠ ♥♦♥✲♦❝❡❛♥✐❝ s✉r❢❛❝❡s s✉❝❤ ❛s ✐❝❡ ❛♥❞ ❧❛♥❞ ♦r ❢r♦♠ ❝♦❛st❛❧
❛r❡❛s ❬●ó♠❡③✲❊♥r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❚❤✐❜❛✉t ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✱ ✷✵✵✽✱ ❚♦✉r♥❡r❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦✈❡r s✉❝❤
s✉r❢❛❝❡s✱ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦❡s ❝❛♥ s❤♦✇ s♦♠❡ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡✐r tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞✉❡ t♦ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡t✉r♥s
❢r♦♠ ♥♦♥ ✇❛t❡r ❛r❡❛s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❏❛s♦♥✲✶ ❛❧t✐♠❡t❡r ♦✈❡r t❤❡ ❆♠❛③♦♥✐❛ ❛r❡❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡s ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❢❡rr❡❞
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❏❛s♦♥✲✶ ❛❧t✐♠❡t❡r ♦✈❡r ❆♠❛③♦♥✐❛ ❛r❡❛
✭❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮✳
t♦ ❛s ❇❆●P ❢♦r ❇r♦✇♥ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ P❡❛❦✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇r♦✇♥ ❡❝❤♦ sk
❛♥❞ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦ pk s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s
s˜k = sk + pk ✭✷✳✷✮
✇✐t❤
pk = A exp
[ −1
2σ2
(kTs − T )2
]{
1 + ❡r❢
[
η
(kTs − T )√
2
]}
✭✷✳✸✮
✷✳✹ ✲ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✹✼
✇❤❡r❡ A, T, σ, η ❛r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦✳ ■t ✐s
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✸✮ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦
✇❤❡♥ η = 0 ✭t❤✉s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛s②♠♠❡tr② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② A, T, σ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❇●P ♠♦❞❡❧ ✭❢♦r ❇r♦✇♥ ●❛✉ss✐❛♥ P❡❛❦
♠♦❞❡❧✮✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❇❆●P ❛♥❞ ❇●P ♠♦❞❡❧s r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r A = 0✳ ❋✐❣✳ ✷✳✺
s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❝♦❡✣❝✐❡♥t η ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❡❛❦ pk ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✸✮✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ η sq✉❡❡③❡s t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✇❤✐❧❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ sq✉❡❡③❡s ✐ts r✐❣❤t s✐❞❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❢♦r r❡❛❧ ❏❆❙❖◆✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ η ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r 0✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❡❛❦✳
❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ▼▲ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✮✳ ❚❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳
✷✳✹ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r
❆❧t✐♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
♥♦✐s❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❝❤♦✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Lc ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡❝❤♦❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♣✉❧s❡✲t♦✲♣✉❧s❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❏❛s♦♥
❬◗✉❛rt❧② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✮✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡q✉❛❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
◆❛♠❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
Pu ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❇r♦✇♥✬s ✇❛✈❡❢♦r♠
τ ❚❤❡ ❡♣♦❝❤
❙❲❍ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t
A ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦
T ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦
σ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦
η ❆s②♠♠❡tr② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦
❧♦♦❦s Lc✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡❝❤♦❡s✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❆●P
♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✮✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
yk = s˜knk, k = 1, . . . ,K ✭✷✳✹✮
✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s✳ ❯s✐♥❣ ✭✷✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡ n =
(n1, ..., nK)
T ✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❛♠♣❧❡s f(y|θ) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
f(y|θ) =
[
LLcc
Γ(Lc)
]K
❡①♣
(
−Lc
K∑
k=1
yk
s˜k
)(
K∏
k=1
yk
)Lc−1( K∏
k=1
s˜k
)−Lc ( K∏
k=1
IR+(yk)
)
✭✷✳✺✮
✇❤❡r❡ y = (y1, . . . , yK)
T ✱ θ❇ = (Pu, τs, ❙❲❍)
T ❛♥❞ θp = (A, T, σ, η)
T ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❇r♦✇♥
❛♥❞ ♣❡❛❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ θ =
(
θT❇ ,θ
T
p
)T
❛♥❞ IR+(yk) ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭IR+(yk) = 1 ✐❢ yk ∈ R+
❛♥❞ IR+(yk) = 0 ❡❧s❡✮✳ ❚❤❡ ▼▲❊ ♦❢ θ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s θ̂▼▲❊✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❢✉♥❝t✐♦♥ f(y|θ) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ❝♦st✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✮ ❣✐✈❡♥ ❜②
C (θ) = − ln [f(y|θ)] = ❈st❡+ Lc
K∑
k=1
yk
s˜k
− (Lc − 1)
K∑
k=1
ln (yk) + Lc
K∑
k=1
ln (s˜k) ✭✷✳✻✮
✇❤❡r❡ ❈st❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ▼▲❊ ♦❢ θ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ✭✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ▼▲❊✳ ❚✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡
✷✳✺ ✲ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✹✾
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ✭◆❘✮ ❬❇❡rts❡❦❛s✱ ✶✾✾✺❪ ❛♥❞ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞
✭◆▼✮ ♠❡t❤♦❞s ❬◆❡❧❞❡r ❛♥❞ ▼❡❛❞✱ ✶✾✻✺❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✷✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t✇♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❛t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧t✐♠❡tr② ❬❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ❜② ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡①❛❝t ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
✷✳✺✳✶ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♠❡t❤♦❞
❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❆●P ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✜rst s✉♠♠❛r✐❡s t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ◆❘
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥
θ❇(n+ 1) = θ❇(n)− ψ(n)H−1❇ (n)∇C❇(n) ✭✷✳✼✮
✇❤❡r❡ θ❇ = (Pu, τs, ❙❲❍)
T = (θ❇✱✶, θ❇✱✷, θ❇✱✸)
T ✱ ψ(n) ✐s ❛ st❡♣s✐③❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]
✭❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✱ ∇ ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ H❇ ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞
✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C❇ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ s˜k = sk
✐♥ ✭✷✳✻✮✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C❇ ✭♦❢ s✐③❡ (3× 1)✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❇r♦✇♥ ✈❡❝t♦r
♣❛r❛♠❡t❡rs θ❇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
∇C❇ =
(
−∂ ln [f❇(y|θ❇)]
∂θ❇✱✐
)T
i=1,··· ,3
= Lc
(
K∑
k=1
sk − yk
s2k
∂sk
∂θ❇✱✐
)T
i=1,··· ,3
✭✷✳✽✮
✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✇❤❡r❡ f❇ ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ s˜k = sk ❛♥❞ θ = θ❇ ✐♥ ✭✷✳✺✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✭✷✳✽✮ ❝❛♥
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
∇C❇ = LcB❇d❇ ✭✷✳✾✮
✇❤❡r❡ d❇ = (dk)k=1,··· ,K ✐s ❛ (K × 1) ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ dk = sk−yksk ❛♥❞ B❇ ✐s ❛ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ Bi,k =
1
sk
∂sk
∂θ❇✱✐
, ❢♦r i = 1, · · · , 3 ❛♥❞ k = 1, · · · ,K✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❛t ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ♠❛tr✐①
H❇ ❜② ✐ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
F ❇ = E [H❇] = −E

∂2 ln f❇
∂θ2❇✱✶
∂2 ln f❇
∂θ❇✱✶θ❇✱✷
∂2 ln f❇
∂θ❇✱✶θ❇✱✸
∂2 ln f❇
∂θ❇✱✷θ❇✱✶
∂2 ln f❇
∂θ2❇✱✷
∂2 ln f❇
∂θ❇✱✷θ❇✱✸
∂2 ln f❇
∂θ❇✱✸θ❇✱✶
∂2 ln f❇
∂θ❇✱✸θ❇✱✷
∂2 ln f❇
∂θ2❇✱✸
 ✭✷✳✶✵✮
✇❤❡r❡ E st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① F ❇ ✐s t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❛tr✐① ✭❋■▼✮ t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s ❬▼❛✐❧❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ H❇ ❜② F ❇ ✐♥ ✭✷✳✼✮ ✐s
θ❇(n+ 1) = θ❇(n)− ψ(n)F−1❇ (n)∇C❇(n). ✭✷✳✶✶✮
❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❝✉rs✐♦♥ ❤❛s s❤♦✇♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❋✐s❤❡r s❝♦r✐♥❣ ❬●r❡❡♥✱ ✶✾✽✹❪✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① F ❇ r❡q✉✐r❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ f❇✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t
E
[
− ∂
2 ln f❇
∂θ❇✱✐∂θ❇✱❥
]
= Lc
K∑
k=1
1
s2k
∂sk
∂θ❇✱✐
∂sk
∂θ❇✱❥
✭✷✳✶✷✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ sk ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① F ❇ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s F ❇ = LcB❇BT❇ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✳✶✶✮ r❡❞✉❝❡s t♦
θ❇(n+ 1) = θ❇(n)− ψ(n)
(
B❇B
T
❇
)−1
B❇d❇. ✭✷✳✶✸✮
◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦rs B❇✱ d❇✱ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✸✮✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② dk =
sk−yk
Pu
❢♦r
k = 1, · · · ,K ❛♥❞ Bi,k = 1Pu
∂sk
∂θ❇✱✐
, ❢♦r i = 1, · · · , 3 ❛♥❞ k = 1, · · · ,K✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❞✉❝❡s
t♦ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ▼▲❊3 ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺✱ ❚❤✐❜❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳
✷✳✺ ✲ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✺✶
◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❇❆●P
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ◆❘ r❡❝✉rs✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ (3×K) ♠❛tr✐①
B˜ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ B˜i,k =
∂s˜k
s˜k∂θ❇✱✐
✇✐t❤ i = 1, · · · , 3 ❛♥❞ k = 1, · · · ,K✱ ❛ (4×K) ♠❛tr✐① P˜ ✇❤♦s❡
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ P˜i,k =
∂pk
s˜k∂θ♣✱✐
✇✐t❤ i = 1, · · · , 4 ❛♥❞ k = 1, · · · ,K ❛♥❞ ❛ (K × 1) ✈❡❝t♦r d˜ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
d˜k =
s˜k−y❦
s˜k
✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❇❆●P ✐s θ =
(
θT❇ ,θ
T
♣
)T
= (θ1, θ2, · · · , θ7)T ✳ ❲❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ θ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛
θ(n+ 1) = θ(n)− ψ(n)F−1(n)∇C(n) ✭✷✳✶✹✮
✇❤❡r❡ F (n) ❛♥❞ ∇C(n) ❛r❡ t❤❡ ❋■▼ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ C ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t θ = θ(n)✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
F = −E

∂2 ln f
∂θ21
∂2 ln f
∂θ1θ2
· · · ∂2 ln f∂θ1θ7
∂2 ln f
∂θ2θ1
∂2 ln f
∂θ22
· · · ∂2 ln f∂θ2θ7
· · · · · · · · · · · ·
∂2 ln f
∂θ7θ1
∂2 ln f
∂θ7θ2
· · · ∂2 ln f
∂θ27

= Lc
 B˜B˜T B˜P˜ T
P˜ B˜
T
P˜ P˜
T
 ✭✷✳✶✺✮
❛♥❞
∇C = Lc
 B˜
P˜
 d˜. ✭✷✳✶✻✮
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ◆❘ r❡❝✉rs✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
θ(n+ 1) = θ(n)− ψ(n)
 B˜B˜T B˜P˜ T
P˜ B˜
T
P˜ P˜
T
−1 B˜
P˜
 d˜. ✭✷✳✶✼✮
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❇r♦✇♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s B˜✱ P˜ ❛♥❞ d˜✱ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✼✮✱ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ sk ✐♥ t❤❡✐r ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❜② Pu r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡
▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ✭▲▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❡rts❡❦❛s✱ ✶✾✾✺❪ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠✐❧❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❚❤✐s ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✷✳✺✳✷ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ♠❡t❤♦❞
❚❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠❛♥②✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ❬▲❛❣❛r✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ◆❡❧❞❡r ❛♥❞
▼❡❛❞✱ ✶✾✻✺❪✳ ❚❤✐s ❞✐r❡❝t s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡①♣❧✐❝✐t ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t✮ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ mp ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r t♦
❡st✐♠❛t❡ ✭mp = 3 ❢♦r t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧✱ mp = 6 ❢♦r t❤❡ ❇●P ❛♥❞ mp = 7 ❢♦r t❤❡ ❇❆●P✮✱ t❤❡ ◆▼
❛❧❣♦r✐t❤♠✶ ✇♦r❦s ✐♥ ❛♥ mp✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ t❤❛t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② mp+1 ❞✐st✐♥❝t ✈❡❝t♦rs t❤❛t
❛r❡ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤✱ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐♥ ♦r
♥❡❛r t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐♠♣❧❡①✷ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r ❛t t❤❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥t✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡①✳ ❚❤✐s
st❡♣ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❬❇❡rts❡❦❛s✱
✶✾✾✺✱ ▲❛❣❛r✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ◆❡❧❞❡r ❛♥❞ ▼❡❛❞✱ ✶✾✻✺❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳
✷✳✻ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s
❚❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s ✭❈❘❇s✮ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r ✉♥❜✐❛s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ✭▼❙❊s✮ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❘❇s ❤❡❧♣s ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❡ ♠✐❣❤t ♦❜t❛✐♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❈❘❇s ❢♦r t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬▼❛✐❧❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❬▼❛✐❧❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ t♦ t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❈❘❇s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❋■▼ ♦❢
θ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Nt ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝
✶◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✏❢♠✐♥s❡❛r❝❤✑✳
✷❆ s✐♠♣❧❡① ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ mp ✐s ❛♥ mp✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②t♦♣❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ✐ts mp + 1 ✈❡rt✐❝❡s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡① ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✐s ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ❬❘✉❞✐♥✱ ✶✾✼✻❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ✐s ❛ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛
♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥ · · · ❬❈♦①❡t❡r✱ ✶✾✼✸❪
✷✳✼ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✺✸
s✐❣♥❛❧✱ ✐t ❤❛s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋■▼ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ (8× 8) ♠❛tr✐①
F❈❘❇ = −E

∂2 ln f
∂θ21
∂2 ln f
∂θ1θ2
· · · ∂2 ln f∂θ1Nt
· · · · · · · · · · · ·
∂2 ln f
∂θ7θ1
∂2 ln f
∂θ7θ2
· · · ∂2 ln f∂θ7Nt
∂2 ln f
∂Ntθ1
∂2 ln f
∂Ntθ2
· · · ∂2 ln f
∂N2t
 ✭✷✳✶✽✮
✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
E
[
−∂
2 ln f
∂θi∂θj
]
= Lc
K∑
k=1
1
s˜2k
∂s˜k
∂θi
∂s˜k
∂θj
E
[
− ∂
2 ln f
∂Nt∂θi
]
= Lc
K∑
k=1
1
s˜2k
∂s˜k
∂θi
. ✭✷✳✶✾✮
❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ sk ❛♥❞ pk ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Nt✱ t❤❡ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ♣❡❛❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ✭✷✳✶✽✮✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ F❈❘❇ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❚❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❈❘❇s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ❋■▼✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❇r♦✇♥ ❈❘❇s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ = (θ1, θ2, θ3)
T ❛♥❞ ❛
(4 × 4) ❋■▼✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❇●P ❈❘❇s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ θ = (θ1, . . . , θ6)T ❛♥❞ ❛ (7 × 7)
❋■▼✳
✷✳✼ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✷✳✼✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✭❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧✱ ❇●P✱ ❇❆●P✮✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡
❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮
❘▼❙❊ (θi) =
√√√√ 1
N▼❈
N▼❈∑
ℓ=1
[
θi − θˆi(ℓ)
]2
, i = 1, · · · , 7 ✭✷✳✷✵✮
✇❤❡r❡ θi ✐s t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ θˆi(ℓ) ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ℓt❤ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❛♥❞ N▼❈ ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ✐s ♥♦t
✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❘❊✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❘❊ =
√√√√ 1
K
K∑
k=1
(yk − yˆk)2 = ||y − yˆ||√
K
✭✷✳✷✶✮
✇❤❡r❡ yˆk ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② t❤❡✐r
❡st✐♠❛t❡s ✐♥ s˜k ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❆❘❊✮ ❣✐✈❡♥ ❜②
❆❘❊ =
√√√√ 1
N▼❈K
N▼❈∑
i=1
||yi − yˆi||2 ✭✷✳✷✷✮
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣N▼❈ s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ yi = (yi1, · · · , yiK)T ❢♦r i = 1, · · · , N▼❈✳
✷✳✼✳✷ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❇r♦✇♥ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❋♦r
t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✮ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ Ts = 3.125 ♥s ❛♥❞
♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 130✱ τs = 31Ts ≈ 96.9 ♥s ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ❙❲❍✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✉s✐♥❣
300 ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r✉♥s ✭✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❙❲❍ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
♦❢ ✐♥t❡r❡st [1, 8] ♠❡t❡rs✳ ❋✐❣s✳ ✷✳✻✳❛✱ ✷✳✻✳❝ ❛♥❞ ✷✳✻✳❡ s❤♦✇ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ❘▼❙❊s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✭❇r♦✇♥✱ ❇●P ♦r ❇❆●P✮ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✸✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❋✐❣s✳ ✷✳✻✳❜✱ ✷✳✻✳❞ ❛♥❞ ✷✳✻✳❢ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❘▼❙❊s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✳✻✳❛✱ ✷✳✻✳❝✱
✷✳✻✳❡ ❛♥❞ ❋✐❣s✳ ✷✳✻✳❜✱ ✷✳✻✳❞✱ ✷✳✻✳❢✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
❡①❛❝t ▼▲❊✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ▼▲❊ ✈✐❛ ❛ ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❘▼❙❊s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳❜✱ ✷✳✻✳❞ ❛♥❞ ✷✳✻✳❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡
❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✭❇●P
❛♥❞ ❇❆●P✮ ❛r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❇r♦✇♥ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧②
t❤❛t t❤❡ ◆▼ ♠❡t❤♦❞ ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳
✸❚❤❡ ❡♣♦❝❤ ❘▼❙❊s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❛t❡❧❧✐t❡ ❤❡✐❣❤t✳
✷✳✼ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✺✺
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ❇r♦✇♥ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇✐t❤ ◆▼ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ◆❘ ✭r✐❣❤t✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭❜❧✉❡✮✱ ❇●P ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❇❆●P ✭❣r❡❡♥✮ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s s✐♠✐❧❛r t♦ s✐❣♥❛❧s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss 13 ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❇r♦✇♥ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❝♦rr✉♣t❡❞
✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❜② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 130, τs = 31Ts ❛♥❞
A = 200, T = 75Ts, σ = 3Ts, η = 0 ✭❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼ ✭❛✮ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛ t②♣✐❝❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♦❢
❝❧❛ss 13 ✇✐t❤ ❙❲❍ = 2 ♠✮✳ ❋✐❣✳ ✷✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤
t❤❡ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❇●P ♠♦❞❡❧s ✭❢♦r ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ❇❆●P ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ s✐♥❝❡
t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇●P✮✳ ❚❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❧❛r❣❡r ❘▼❙❊s
s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❡❛❦ ❝♦rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❇●P
♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭♥♦t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❇❆●P ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡✮✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❘▼❙❊s ❢♦r t❤❡ ❇●P ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❈❘❇s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✸✮✳ ❋✐❣✳ ✷✳✽ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
◆❘ ♠❡t❤♦❞ ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✳✼ ❛♥❞ ✷✳✽✮ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡
❇●P ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❡❛❦② ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ T s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦
❧♦❝❛t✐♦♥ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❢♦r t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❡①❝❡❡❞s 30% ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s
✈❡r② ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡s❡ ♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭♠♦r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
❈✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ❢♦r ♣❡❛❦s
✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❘▼❙❊s ✈❡rs✉s ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t✐♦♥ T ✭◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳
T
Ts
65 75 85 95 105
❘▼❙❊(τ) ✭✐♥ ♠❡t❡rs✮ 0.121 0.114 0.109 0.109 0.106
❘▼❙❊(Pu) 2.06 2.02 1.94 1.94 1.71
❘▼❙❊(❙❲❍) ✭✐♥ ♠❡t❡rs✮ 0.71 0.68 0.67 0.68 0.66
✷✳✼ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✺✼
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ✶✸ ✇✐t❤ t❤❡ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥
✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❇●P ✭r❡❞✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❈❘❇s ♦❢ t❤❡ ❇●P ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳
✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛ss ✶✸ ✇✐t❤ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥
✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❇●P ✭r❡❞✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❈❘❇s ♦❢ t❤❡ ❇●P ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳
✷✳✼ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✺✾
❚❤❡ t❤✐r❞ s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t❡❞
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✭T ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧✮ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✾ ✭❛✮ ✇❤❡r❡ ❙❲❍ = 2♠✳ ❚❤❡ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ♣❡❛❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ Pu = 130, τs = 31Ts ❛♥❞
A = 200, σ = 3Ts, η = 1/Ts✳ ❋✐❣✳ ✷✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡
❇r♦✇♥✱ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❇●P ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ♣❡❛❦ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣♦♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❙❲❍ < 3 ♠ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❙❲❍ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✮✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍✱ t❤❡
❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ✭❛✮✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❘▼❙❊s
❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs τ ❛♥❞ ❙❲❍✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛s
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾ ✭❝✮✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡❝r❡❛s❡s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐♥ ❛❧❧ s❝❡♥❛r✐♦s
❡①❝❡♣t ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t②
♦❢ t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵ ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡s ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✳✾ ❛♥❞ ✷✳✶✵✮✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸ r❡♣♦rts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ✭❆❘❊s✮ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ❝❧❛ss❡s ✶✱ ✼ ❛♥❞ ✶✸ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss❡s ✼ ❛♥❞ ✶✸ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ❙❲❍ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣
t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❆●P ✐s ✈❡r② r♦❜✉st t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ♦❢ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r②
s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❆❘❊s ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ▼❆❚▲❆❇
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ 2.93 ●❍③ ✐✼ ❈P❯ ❢♦r ♦♥❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❇❆●P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♦♥❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❇●P ❤❛s ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❢♦r s✐❣♥❛❧s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✬s ❡❝❤♦ ✭❝❧❛ss 13 ♦❢
❋✐❣✳ ✷✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛ss 7✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝
♣❡❛❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❝♦❡✣❝✐❡♥t η ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❇❆●P t♦ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s✐❣♥❛❧s
❢r♦♠ ❝❧❛ss 7✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛ss 7
s✐♥❝❡ ✐t ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦✳
✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛ss ✼ ✇✐t❤ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭❜❧✉❡✮✱
❇●P ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❇❆●P ✭❣r❡❡♥✮ ♠♦❞❡❧s✳
✷✳✼ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✻✶
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛ss ✼ ✇✐t❤ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭❜❧✉❡✮✱
❇●P ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❇❆●P ✭❣r❡❡♥✮ ♠♦❞❡❧s✳
✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✮✳
❈❧❛ss❡s ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❈✶ ❈✶✸ ❈✼
◆▼
❇r♦✇♥ 8.99 43.46 55.29
❇●P 8.99 11.10 15.12
❇❆●P 8.99 10.97 11.80
◆❘
❇r♦✇♥ 8.91 42.89 54.73
❇●P 8.75 10.82 20.37
❇❆●P 8.53 10.82 15.56
❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ s❡❝♦♥❞s ✭s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✮✳
❈❧❛ss❡s ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❈✶ ❈✶✸ ❈✼
◆▼
❇r♦✇♥ 0.27 0.40 0.28
❇●P 0.21 0.88 0.90
❇❆●P 0.24 0.98 2.73
◆❘
❇r♦✇♥ 0.014 0.018 0.006
❇●P 0.020 0.024 0.022
❇❆●P 0.244 0.375 0.257
✷✳✼ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✻✸
✷✳✼✳✸ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s t❤❡ ❈❘❇s ❢♦r t❤❡ ❇r♦✇♥✱ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❛✈❡❢♦r♠s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡❛❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs A = 200, T = 75Ts, σ = 3Ts✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s Lc = 90 ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu, τs ❛♥❞ ❙❲❍ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✳ ❋✐❣s✳ ✷✳✶✶✳❛ ❛♥❞ ✷✳✶✶✳❜
❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳
Pu τs ❙❲❍ ✭♠✮
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶
130 31Ts ∈ [1, 8]
✭❋✐❣s✳ ✷✳✶✶✳❛ ❛♥❞ ✷✳✶✶✳❜✮
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷
∈ [20, 170] 31Ts 5
✭❋✐❣s✳ ✷✳✶✶✳❝ ❛♥❞ ✷✳✶✶✳❞✮
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸
130 ∈ [28Ts, 34Ts] 5
✭❋✐❣s✳ ✷✳✶✶✳❡ ❛♥❞ ✷✳✶✶✳❢✮
s❤♦✇ t❤❡ ❇❆●P✱ ❇●P ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❈❘❇s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❲❍ ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 1 t♦ 8 ♠❡t❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✈❛r②✐♥❣ ❙❲❍ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❋♦r t♦♦ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍✱ t❤❡
s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ✈❡r② ❛❜r✉♣t ❛♥❞ t❤✉s✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❢❡✇ s❛♠♣❧❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣♦♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❙❲❍ = 1 ♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳❜ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♥♦t❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❈❘❇(❙❲❍)✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍✱ t❤❡ ❈❘❇ ♦❢ ❙❲❍ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳❜
❢♦r ❙❲❍ > 2 ♠✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋✐❣s✳ ✷✳✶✶✳❝
❛♥❞ ✷✳✶✶✳❞ s❤♦✇ t❤❡ ❇❆●P✱ ❇●P ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❈❘❇s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Pu✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ Pu ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧❛r❣❡r
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥ ❡❝❤♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦✳ ❚❤✉s✱ ❈❘❇(τ) ❛♥❞ ❈❘❇(❙❲❍) ❛r❡
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Pu✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❈❘❇(Pu) ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ Pu r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ Pu ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Pu ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✳❜ ✭❛ s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬▼❛✐❧❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮✳ ❋✐❣s✳ ✷✳✶✶✳❡✱ ✷✳✶✶✳❢ ❛♥❞ ✷✳✶✷✳❝ s❤♦✇ t❤❡ s❧✐❣❤t ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ τ ♦♥ t❤❡ ❈❘❇s ♦❢ τ ✱ ❙❲❍ ❛♥❞ Pu r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ❈❘❇s ✭❘❈❘❇✮
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❘▼❙❊s✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡
❈❘❇s ♦❢ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ❇●P
❛♥❞ ❇❆●P ✐♥✈♦❧✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❘❈❘❇s ❢♦r t❤❡ ❇r♦✇♥✱ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs θ❇r♦✇♥ =
(Pu, τ, ❙❲❍)
T = (130, 31, 5)T ✱ θ❇●P = (Pu, τ, ❙❲❍, A, T, σ)
T = (130, 31, 5, 200, 75Ts, 3Ts)
T ❛♥❞
θ❇❆●P = (Pu, τ, ❙❲❍, A, T, σ, η)
T = (130, 31, 5, 200, 75Ts, 3Ts, 0)
T ✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs τ ❛♥❞ ❙❲❍ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t♦♣✱ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ❙❲❍✱ Pu ❛♥❞ τ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✷✳✼ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✻✺
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❘❈❘❇s ♦❢ Pu ❢♦r t❤❡ ❇r♦✇♥✱ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ❇r♦✇♥ =
(Pu, τ, ❙❲❍)
T = (130, 31, 5)T ✱ θ❇●P = (Pu, τ, ❙❲❍, A, T, σ)
T = (130, 31, 5, 200, 75Ts, 3Ts)
T ❛♥❞
θ❇❆●P = (Pu, τ, ❙❲❍, A, T, σ, η)
T = (130, 31, 5, 200, 75Ts, 3Ts, 0)
T ✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✱ r✐❣❤t ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✜❣✲
✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❲❍✱ Pu ❛♥❞ τ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✷✳✽ ❘❡❛❧ ❏❛s♦♥✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡❛❧ ❏❛s♦♥✲✶ ❛♥❞ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳
❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P■❙❚❆❈❍ ♣r♦❥❡❝t ❬❚❤✐❜❛✉t ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✱ ✷✵✵✽❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✐s♦❧❛t❡
✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss❡s ✶ ✭❇r♦✇♥✮✱ 13 ✭♣❡❛❦ ♦♥ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✮ ❛♥❞ 7 ✭♣❡❛❦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣
❡❞❣❡✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ✭❘❊s✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡s❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✳✶✸✱ ✷✳✶✹ ❛♥❞ ✷✳✶✺ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❇❆●P ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ❘❊s t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻ s❤♦✇s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r r❡❛❧ ❏❛s♦♥✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❚❤✐s
t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ◆▼ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❛❜❧❡
✷✳✻ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ✭❛s ❡①♣❡❝t❡❞✮✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻ s❤♦✇s t②♣✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢♦r s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❝❧❛ss❡s 7 ❛♥❞
13 ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② t♦ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❝❧❛ss 13 s✐♥❝❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡❛❦ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠
❝❧❛ss 7 ✐s ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❆●P ✭s❡❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ③♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✮ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡❛❦ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ s❡❝♦♥❞s ✭r❡❛❧ ❏❛s♦♥✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s✮✳
❈❧❛ss❡s ♦❢ r❡❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❈✶ ❈✶✸ ❈✼
◆▼
❇r♦✇♥ 0.313 0.206 0.289
❇●P 0.289 0.541 0.668
❇❆●P 0.335 1.733 1.375
◆❘
❇r♦✇♥ 0.013 0.015 0.009
❇●P 0.018 0.022 0.024
❇❆●P 0.252 0.277 0.149
✷✳✽ ✲ ❘❡❛❧ ❏❛s♦♥✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s ✻✼
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❘❊s ❢♦r ✶✺✵ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss ✶ ✇✐t❤ ◆▼ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ◆❘ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡t❤♦❞s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❘❊s ❢♦r ✶✺✵ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss ✼ ✇✐t❤ ◆▼ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ◆❘ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡t❤♦❞s✳
✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❘❊s ❢♦r ✶✵✵ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss ✶✸ ✇✐t❤ ◆▼ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ◆❘ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡t❤♦❞s✳
✭❛✮ ❘❡❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❢r♦♠ ❈❧❛ss ✼ ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t❡s✳ ✭❜✮ ❘❡❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❢r♦♠ ❈❧❛ss ✶✸ ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❛❧ ❏❆❙❖◆✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
✷✳✽ ✲ ❘❡❛❧ ❏❛s♦♥✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s ✻✾
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❏❛s♦♥✲✶ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ ■❜✐③❛ ✐s❧❛♥❞✳ ❚❤✐s
❞❛t❛s❡t ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛ss 187 ♦❢ ❝②❝❧❡ 188 ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼ ✭t♦♣✲❧❡❢t✮✳ ❚❤✐s
✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❝❤♦❡s ❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦✳ ❲❡
❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❢r♦♠ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛t❡ 75 t♦ 110✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ✭❝❧❛ss 13✮✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss 7 ✇❛✈❡❢♦r♠s
✭❢r♦♠ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛t❡ 40 t♦ 65 ❛♥❞ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛t❡ 110 t♦ 125✮ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥t ❛ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❇r♦✇♥✱ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ✇❡ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ✜t ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s t❤❛♥ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐s
❜❡tt❡r r❡❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✽
✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s r❡s✉❧t ❜② s❤♦✇✐♥❣ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❝❧❛ss❡s 1✱ 7 ❛♥❞ 13 ❛♥❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ✭◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦ ✉s❡ ❇●P ❢♦r ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛ss 13 ❛♥❞ ❇❆●P ❢♦r
✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛ss 7✮✳ ◆♦t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ♥♦t ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡
❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✽ ✭❡✮ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❏❛s♦♥✲2 ❞❛t❛✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ❝♦♥✜r♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❏❛s♦♥✲✶ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ ❇●P ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❇❆●P
✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦❞❡❧s✳
✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❛❧ ❏❆❙❖◆✲✶ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
✷✳✾ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✼✶
✷✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❇r♦✇♥ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝
●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦✑ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② t✇♦
♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❡r❡ ❜❡tt❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❤✐❣❤❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
r❡tr❛❝❦ ❡✣❝✐❡♥t❧② st❛♥❞❛r❞ ♦❝❡❛♥✐❝ ❇r♦✇♥ ❡❝❤♦❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦❛st❛❧ ❡❝❤♦❡s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② s②♠♠❡tr✐❝ ♦r
❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
❇r♦✇♥ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥
sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈r❛♠ér✲❘❛♦
❜♦✉♥❞s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦✳
❚❤✐s ❧♦ss ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s
❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t♦ t❤❡ ❢♦✉r
♣❛r❛♠❡t❡r ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛s ❛ ❢♦✉rt❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇r♦✇♥ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r r❡tr❛❝❦✐♥❣
❡❝❤♦❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② σ✲❜❧♦♦♠s ♦r r❛✐♥ ❝❡❧❧s✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❆ ♥❡✇ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❝♦❛st❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✱❜✱ ✷✵✶✸❞❪✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✈✐❛ ♠❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳
✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❈♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s
✷✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ét✉❞✐é ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝❤♦ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡ ❛✛❡❝té ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐❝ ❛s②♠étr✐q✉❡
❡t ❛❞❛♣té ❛✉① s✐❣♥❛✉① ♠❡s✉rés ♣❛r ❧❡s ❛❧t✐♠ètr❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ③♦♥❡s ❝ôt✐èr❡s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ♦♥t été ❡st✐♠és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ s♦♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ❡st✐♠és ❡♥ t❡r♠❡s
❞✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉
❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✲
è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤♦s ♦❝é❛♥✐q✉❡s ❞❡ ❇r♦✇♥ ❛✐♥s✐ q✉❡
❞❡s é❝❤♦s ❝ôt✐❡rs ❝♦rr♦♠♣✉s ♣❛r ❞❡s ♣✐❝s ❣❛✉ss✐❡♥s s②♠étr✐q✉❡s ♦✉ ❛s②♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ét✉❞✐é ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ❛✈❡❝ ♣✐❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛s②♠étr✐q✉❡✳
❈❡s ❜♦r♥❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❡s✲
t✐♠és✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♠♦♥tré ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧
♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❜♦r♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❈❡s ❜♦r♥❡s ♦♥t ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞❡ q✉❛♥✲
t✐✜❡r ❧❛ ❞étér✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣✐❝✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥❞✉✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❇r♦✇♥✱ q✉✐ s✬❡st ❛✈éré❡ ❢❛✐❜❧❡
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs s✬✐♥tér❡ss❡r♦♥t à ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ✐♥❝❧✉r❡
❧❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ❛✈❡❝ ♣✐❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤♦s ❛✛❡❝tés ♣❛r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♣❧✉✐❡✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❝ôt✐❡rs ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✱❜✱ ✷✵✶✸❞❪✳
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s s♦♥t
é✈❛❧✉é❡s ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳
❈❤❛♣t❡r ✸
❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r
❛❧t✐♠❡tr②
❈♦♥t❡♥ts
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✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❉❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ✈✐♥❣t ❛♥s✱ ❧❡s ❛❧t✐♠ètr❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❚♦♣❡①✱ P♦s❡✐❞♦♥✲2 ♦✉ P♦sé✐❞♦♥✲3✱ ♦♥t
❢♦✉r♥✐ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s t❡❧s q✉❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t ❧❛ s❝è♥❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈❡♥t✳ ❈❡s ❛❧✲
t✐♠ètr❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬❛❧t✐♠étr✐❡
❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ✈✐s❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t
❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❛✈❡❝ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
▲✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s é♠✐s❡s ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪
q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ é❧❡✈é❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✭❋❘■✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬❛❧t✐♠ètr❡ ❙■❘❆▲✶ tr❛♥s♠❡t ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 85 ❍③ ❬❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳
❈❤❛q✉❡ ♣❛q✉❡t ❝♦♥t✐❡♥t N = 64 ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❝♦❤ér❡♥t❡s ✭tr❛♥s♠✐s❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❋❘■ ❞❡ 18182 ❍③✮ q✉✐
s♦♥t tr❛✐té❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✐st❛♥❝❡✴❉♦♣♣❧❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳
❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❚❋✮ r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛③✐♠✉t❛❧❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞✉
s❛t❡❧❧✐t❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳✮✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❉♦♣♣❧❡r rés✉❧t❛♥t❡ ❞✉
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t ❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❉♦♣♣❧❡r✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡st ❧✐é❡ à ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛③✐♠✉t❛❧ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❛♣♣❡❧é ❜❛♥❞❡ ♦✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❉♦♣♣❧❡r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❞❡ N = 64 ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❝♦❤ér❡♥t❡s rés✉❧t❡r❛ ❡♥ N = 64 ❢réq✉❡♥❝❡s ❉♦♣♣❧❡r ✭❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❚❋ ❛③✐♠✉t❛❧❡✮ ❡t ❢♦✉r♥✐r❛ ❝❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❉♦♣♣❧❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✐st❛♥❝❡✴❉♦♣♣❧❡r ✭✈♦✐r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳
▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡
♦❝é❛♥✐q✉❡ ré✢é❝❤✐❡ ❛♣♣❡❧é❡ é❝❤♦ ♠✉❧t✐✲✈✉❡s ❡t ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ✭♠✐✲
❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❛❣❡✮ à ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✐st❛♥❝❡✴❉♦♣♣❧❡r✳ ❈❡t é❝❤♦ ♠✉❧t✐✲✈✉❡s ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ é❝❤♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
✶▲✬✐♥str✉♠❡♥t ❙■❘❆▲ ✭s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ r❛❞❛r ❛❧t✐♠❡t❡r✮ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧t✐♠ètr❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ■❧ ❡st ♠✐s ❡♥ ♦r❜✐t❡ à ❜♦r❞ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❈r②♦s❛t✲2✳
✸✳✶ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮ ✼✺
♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s éq✉✐♣❡s
♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❬P❤❛❧✐♣♣♦✉
❛♥❞ ❊♥❥♦❧r❛s✱ ✷✵✵✼✱ ❙❤✉❛♥❣✲❇❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ét❛✐❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❥❡t ❙❆▼❖❙❆ ❬●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜✱ ▼❛rt✐♥✲P✉✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡
❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡r ♣❧❛t❡✱ ❡st ❜❛sé
s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❡rr❡✱ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ s❛♥s ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡
❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❋❙■❘ ❡st ❝♦♥✈♦❧✉é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❛ P❉❋ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡t ❧❛ P❚❘✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡
❞✬✉♥ é❝❤♦ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s✿ ❧✬é♣♦q✉❡ τ ✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❙❲❍ ❡t
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ♥♦té❡ ❉❉❆3 ♣♦✉r s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ 3 ♣❛r❛♠ètr❡s✷✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s
♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s s✉✐✈❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé s❡r♦♥t ✈❛❧✐❞és s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s ❞❡ ❈r②♦s❛t✲2 ❝❡ q✉✐
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st str✉❝t✉ré ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧
à ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡st
❡♥s✉✐t❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❡❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬é❝❤♦s ré❡❧s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❈r②♦s❛t✲2✳
▲❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❡♥✜♥ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✸✳✽ ❡t ✸✳✾✳
✷▲✬❛❝r♦♥②♠❡ ❉❉❆3 ✭r❡s♣✳ CA✸✮ ❡st ✉t✐❧✐sé ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ 3 ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❉❉❆ ✭r❡s♣✳ ❈❆✮ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s q✉✐ r❡st❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✸✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇❡♥t② ②❡❛rs✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡t❡rs ❧✐❦❡ ❚♦♣❡①✱ P♦s❡✐❞♦♥✲✷ ♦r P♦s❡✐❞♦♥✲✸✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡t❡rs s❤♦✇ s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡
❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✭❉❉❆✮
✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✭❈❆✮✳
❉❉❆ r❡q✉✐r❡s ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❧s❡s ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣✉❧s❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭P❘❋✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❙■❘❆▲ ❛❧t✐♠❡t❡r✸ tr❛♥s♠✐ts
❜✉rsts ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❜♦✉t 85 ❍③ ❬❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❊❛❝❤ ❜✉rst ❝♦♥t❛✐♥s N = 64 ❝♦❤❡r❡♥t
♣✉❧s❡s ✭tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛t ❛ P❘❋ ♦❢ 18182 ❍③✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r
♠❛♣ ✭❉❉▼✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❆ ❛♥❞ ❉❉❆ ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s✲
❢♦r♠ ✭❋❋❚✮ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✮✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪ t❤❛t ❡❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ tr❛♥s✲
♠✐tt✐♥❣ N = 64 ❝♦❤❡r❡♥t ♣✉❧s❡s r❡s✉❧ts ✐♥ N = 64 ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦
❋❋❚✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ✐♥ t❤❡ ❉❉▼✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ❚❤❡
❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❉❆ ♦❝❡❛♥✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♦❝❡❛♥✐❝ ✇❛✈❡✲
❢♦r♠ ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❉♦♣♣❧❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭s❧❛♥t r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣✮ t♦ t❤❡ ❉❉▼✳ ❚❤✐s ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❤❛s ❛ s❤❛♣❡ t❤❛t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛ ❈❆ ❡❝❤♦✱
✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ▼❛♥② st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r✲
❡♥t t❡❛♠s ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤✐s ❣♦❛❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ✭❉❉✮ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❊♥❥♦❧r❛s✱ ✷✵✵✼✱ ❙❤✉❛♥❣✲❇❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s
✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❆▼❖❙❆ ♣r♦❥❡❝t ❬●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜✱ ▼❛rt✐♥✲P✉✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳
❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❉❉❆✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
✸❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ r❛❞❛r ❛❧t✐♠❡t❡r ✭❙■❘❆▲✮ ✐s ♦♥ ❜♦❛r❞ ❈r②♦s❛t✲2 s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ✜rst
❛❧t✐♠❡t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❉❆ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳
✸✳✷ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✼✼
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡t❡r ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣✳
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❋❙■❘ ✐s st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❙■❘ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s
❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ❛s ✐♥ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❙■❘
✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❉❋ ♦❢ t❤❡ s❡❛ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ P❚❘ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s
t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ❉❉❆ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ✱ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❙❲❍ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❉❉❆3 t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs 3 ♣❛r❛♠❡t❡rs✹✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉❉ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭▲❙✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
♥♦✐s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧
❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❉❉❆3 ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❆3✳
✹❚❤❡ ❛❝r♦♥②♠ ❉❉❆3 ✭r❡s♣✳ ❈❆3✮ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ 3 ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❉❉❆
✭r❡s♣✳ ❈❆✮ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❧s♦ tr✉❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡
t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ❈❘❇s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡✲
❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡s✉❧ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ✜♥❛❧❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✳
✸✳✸ ❙❡♠✐✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✜rst r❡❝❛❧❧s ❜r✐❡✢② t❤❡ ❈❆3 ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❉❉ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❜② s♣❡❝❦❧❡
♥♦✐s❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
✸✳✸✳✶ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r s(t) ♦❢ ❛ ❈❆ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ t❡r♠s✿ t❤❡ ❋❙■❘✱ t❤❡ P❉❋ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs ❛♥❞ t❤❡ P❚❘
✭s❡❡ ✭✶✳✺✮✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ t❡r♠s✳
❋❧❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡
❚❤❡ ❋❙■❘ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✶✳✻✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐t❤♦✉t ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ z ❛♥❞ x ❛①❡s ✭ξ = 0◦ ❛♥❞ φ˜ = 0◦ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✻✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ρ ✐♥ ✭✶✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ0 ❛♥❞
t❤❡ s❛♠❡ ❣❛✐♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❛s ✐♥ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛
♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❋❙■❘ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
❋❙■❘(t) =
Pu
2π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t)
∫ 2π
0
exp
(
−4ct
γh
)
dφ ✭✸✳✶✮
✸✳✸ ✲ ❙❡♠✐✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✼✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈✐r❝❧❡s ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s✳ ■♥ ❈❆✱ t❤❡ ❋❙■❘ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s✳ ■♥ ❉❉❆✱ t❤❡ ❋❙■❘ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s✳
✇❤❡r❡ γ = 12 ln 2 sin
2 θ✸❞❇ ✐s ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ θ✸❞❇ ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲♣♦✇❡r ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❛♠
✇✐❞t❤✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ s❤♦✇s t❤❛t ❋❙■❘(t) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛
❝✐r❝❧❡ ✇❤♦s❡ r❛❞✐✉s ρ(t) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛❞✐✉s ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✸✳✷✮✳ ❚❤✐s r❛❞✐✉s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ s✐♥❝❡ ρ(t′) =
√(
t′c
2
)2 − h2 ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t♦ ρ(t) ≃ √hct
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ cth << 1 ✭✈❛❧✐❞ ❢♦r s♣❛❝❡❜♦r♥❡ ❛❧t✐♠❡tr② ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪✮✳ ◆♦t❡
❛❧s♦✱ t❤❛t ✐♥ ❈❆✱ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ρ (s✐♥❝❡ φ ∈ [0, 2π]) ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ ❛
❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❛①❡s x ❛♥❞ y ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❋❙■❘ ✐s ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪
❋❙■❘(t) = Pu exp
(
−4ct
γh
)
U (t) ✭✸✳✷✮
✇❤❡r❡
(
1 + ct2h
)−3
❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② 1 ❛s ✐♥ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪ ✭s✐♥❝❡ cth << 1✮✳
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs
❚❤❡ P❉❋ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ♣♦✐♥ts ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙❲❍ ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪✳ ■ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s
✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶ ❛♥❞ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r
P❉❋(t) =
1√
2πσs
exp
(
− t
2
2σ2s
)
✭✸✳✸✮
✇✐t❤ σs = ❙❲❍2c ✳
❘❛❞❛r s②st❡♠ ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡
❚❤❡ r❛❞❛r ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ sq✉❛r❡❞ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬❆♠❛r♦✉❝❤❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪
P❚❘T (t) =
∣∣∣∣∣∣
sin
(
π tTs
)
π tTs
∣∣∣∣∣∣
2
. ✭✸✳✹✮
✸✳✸✳✷ ❉❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❆s ✐♥ ❈❆✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r P (t, f) ♦❢ ❛ ❉❉ ❡❝❤♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ t❡r♠s✿
t❤❡ ❋❙■❘✱ t❤❡ P❉❋ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✴❢r❡q✉❡♥❝② P❚❘ ❬▼❛rt✐♥✲P✉✐❣ ❛♥❞ ❘✉✣♥✐✱ ✷✵✵✾✱ P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞
❉❡♠❡❡st❡r❡✱ ✷✵✶✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s(t) ♦❢ ✭✶✳✺✮✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧ P (t, f) ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ❢♦❧❧♦✇s
P (t, f) = ❋❙■❘(t, f) ∗ P❉❋(t) ∗ P❚❘(t, f) ✭✸✳✺✮
✇❤❡r❡ f ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ P❉❋ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭✸✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r t❡r♠s
❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❋❧❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡
❚❤❡ ❉❉❆ ✐s ♣✉❧s❡✲❧✐♠✐t❡❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❜❡❛♠✲❧✐♠✐t❡❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❛s ✜rst ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❘❛♥❡② ✐♥
❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪✳ ■t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ nt❤ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② fn ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
❜②
fn =
2
λ
~r.~vs
|~r| =
2vs
λ
cos (θn) ✭✸✳✻✮
✇❤❡r❡ ~vs ✐s t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ θn ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t
✸✳✸ ✲ ❙❡♠✐✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✽✶
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ❣❡♦♠❡tr②✳
cos (θn) =
yn(t)
rn(t)
=
yn(t)√
ρ2(t) + h2
, ❢♦r t ≥ 0 ✭✸✳✼✮
✇❤❡r❡ yn(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ nt❤ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❜❡❛♠✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✼✮ ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ yn(t) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t ❛♥❞ fn
yn(t) =
(
λfn
2vs
)√
ρ2(t) + h2. ✭✸✳✽✮
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❜❡❛♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✐♠❡✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✽✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ρ(t) << h ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ♥❡❛r✲✈❡rt✐❝❛❧
s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪
yn =
hλ
2vs
fn ✭✸✳✾✮
✇✐t❤ fn = (n−32Nf −0.5) FNf ✱ ❢♦r n ∈ 1, · · · , 64Nf ✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❜✉rst ❧❡♥❣t❤ τb = 1/F ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✮ ❛♥❞ Nf ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥
✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❛①✐s y✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜❡❛♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❞✐✛❡r❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳
❋✐❣✳ ✸✳✷ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❙■❘ ❢♦r ❉❉❆ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ φ ✐♥t♦
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜❡❛♠s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✜①❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s yn ❛♥❞ yn+1 ✭✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❉♦♣♣❧❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✾✮ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ st✉❞②✮✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ yn ❛♥❞ yn+1 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
φt,n = Re
[
❛t❛♥
(
yn√
ρ2(t)− y2n
)]
❛♥❞ φt,n+1 = Re
❛t❛♥
 yn+1√
ρ2(t)− y2n+1
 ✭✸✳✶✵✮
✇❤❡r❡ ❛t❛♥(.) ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ t❛♥❣❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ Re(x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r
x✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❉❉❆3 ❋❙■❘ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✺
❋❙■❘(t, n) =
Pu
2π
U (t)
∫
Dt,n
exp
(
−4ct
γh
)
dφ ✭✸✳✶✶✮
✇❤❡r❡ Dt,n = [φt,n, φt,n+1] ∪ [π − φt,n+1, π − φt,n]✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❋❙■❘ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡s φt,n+1 = π2 ❛♥❞ φt,n = −π2 ✐♥ Dt,n✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❋❙■❘
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✷✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ❜❡❢♦r❡ r❛♥❣❡
♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❉❉▼ r♦✇s ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳❜✳ ❊q✳ ✭✸✳✶✶✮ ❧❡❛❞s t♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❙■❘
❋❙■❘(t, n) =
Pu
π
exp
(
−4ct
γh
)(
φt,n+1 − φt,n
)
U (t) ✭✸✳✶✷✮
❢♦r n = 1, · · · , 64Nf ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ t✐♠❡ t ✐♥ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✷✮ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢❛❝t♦r
αr = 1 +
h
R = 1.11✱ ✇❤❡r❡ R = 6378137 ♠ ✐s t❤❡ ❊❛rt❤ r❛❞✐✉s✱ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡
✭s❡❡ ❬❈❤❡❧t♦♥✱ ✶✾✽✾✱ ▼❛❝❆rt❤✉r✱ ✶✾✼✻❪ ❛♥❞ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡✮✳
❘❡♠❛r❦✿ ❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧ s❤♦✇ ✐♥ ❬❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ t❤❛t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥ts ❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❤❡✐❣❤t t❤❛t ❣♦❡s ❛s h−5/2 ❢♦r ❧♦♥❣ ❞❡❧❛②s ✭t→∞✮ ❛♥❞ ❛s h−3 ❢♦r s♠❛❧❧ ❞❡❧❛②s ✭s✐♠✐❧❛r
t♦ ♣✉❧s❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❧t✐♠❡tr②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❧✐♠✐t ✭t→∞✮ ✐♥ ✭✸✳✶✷✮ ❣✐✈❡s
❋❙■❘(t, n) ∼ λ
3G20σ
0
128π3vsLph5/2
√
c
t
exp
[−4ct
γh
]
(fn+1 − fn) ✭✸✳✶✸✮
✺❆ r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛ ♣❛tt❡r♥ ✇❛s
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬P✐❝❛r❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳
✸✳✸ ✲ ❙❡♠✐✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✽✸
✇❤❡♥ t → ∞✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ h−5/2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❢t❡r
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♠✐t ✭t → 0+✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ φn+1 = π2 ❛♥❞ φn = −π2 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝✐r❝❧❡ ❢❛❧❧s ❡♥t✐r❡❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ✭❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❬❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡
❋❙■❘(t, n) ∼ λ
2G20cσ
0
64π2Lph3
✭✸✳✶✹✮
✇❤❡♥ t → 0+✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ h−3 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥
t✐♠❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽✱ ❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳
❘❛❞❛r s②st❡♠ ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡
❚❤❡ r❛❞❛r s②st❡♠ P❚❘ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t P❚❘(t, f) ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ P❚❘T (t) ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ r❛❞❛r ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡✮ ❛♥❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢✉♥❝t✐♦♥ P❚❘F (f) ✭r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r
♣r♦❝❡ss✐♥❣✮✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬▼❛rt✐♥✲P✉✐❣
❛♥❞ ❘✉✣♥✐✱ ✷✵✵✾✱ ▼❛rt✐♥✲P✉✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❉❡♠❡❡st❡r❡✱ ✷✵✶✶❪ ♦r ❜② ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❈r②♦s❛t✲2 P❚❘✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ P❚❘ ♦❢ t❤❡ ❈r②♦s❛t✲2 ❛❧t✐♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡♠✐tt✐♥❣ ❜✉rst ♦❢ ✐♠♣✉❧s❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣
t❤❡♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s②st❡♠ ✭❜② s❦✐♣♣✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✮✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t P❚❘T (t) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ r❛♥❣❡ ❋❋❚ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ N = 64 ✭❝♦♠♣❧❡① ■ ❛♥❞ ◗✮ s✐❣♥❛❧s✳
❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ P❚❘T (t) ❢♦r
❡❛❝❤ ❡♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ✷❉ P❚❘ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❥✉st
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❜❧♦❝ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ❋❋❚✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ P❚❘ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞
✐♥ ✭✸✳✹✮ ✇❤❡r❡❛s P❚❘F (f) ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ sq✉❛r❡❞ s✐♥❡ ❝❛r❞✐♥❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥
P❚❘F (f) =
∣∣∣∣∣∣
sin
(
π fF
)
π fF
∣∣∣∣∣∣
2
. ✭✸✳✶✺✮
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ P❚❘ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
P❚❘(t, f) = P❚❘T (t)P❚❘F (f). ✭✸✳✶✻✮
✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✳ ✸✳✹ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❈r②♦s❛t✲2 P❚❘ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ P❚❘ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹ ✭❜✮✳ ❋✐❣s✳ ✸✳✺ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ P❚❘T ✭P❚❘✭t✱❢✮
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠✮ ❛♥❞ P❚❘F ✭P❚❘✭t✱❢✮ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t✐♠❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ sq✉❛r❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡s P❚❘T ❛♥❞ P❚❘F ✳ ❚❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❚❘s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛♥♦t❤❡r P❚❘ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t
♠♦❞✐❢②✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❡✳❣✳✱ P❚❘(t, f) ♠✐❣❤t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ P❚❘ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❋❙■❘ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ t❤❡ P❉❋ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ 2❉ ❘❛❞❛r s②st❡♠ ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡✳ ✭❛✮ ❆❝t✉❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 P❚❘(t, f)✱ ✭❜✮ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
P❚❘(t, f)✳
✸✳✸✳✸ ❘❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r
❚❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❉❉❆3 ♣♦✇❡r P (t, f) ✭r❡s♣✳ s(t) ❢♦r ❈❆3✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ✭r❡s♣✳ ✭✶✳✺✮✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✶✷✮✱ ✭✸✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✻✮ ✭r❡s♣✳
✭✸✳✷✮✱ ✭✸✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✮✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛❢t❡r ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡s✳ ❆♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣ Nt = 16 ❛♥❞ Nf = 15✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞
✸✳✸ ✲ ❙❡♠✐✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✽✺
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛❞❛r s②st❡♠ ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡✳ ✭❛✮ ❆❝t✉❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 P❚❘T
❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ✭❜✮ ❛❝t✉❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 P❚❘F ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✳
s✐❣♥❛❧ ✐s ✜♥❛❧❧② ✉♥❞❡rs❛♠♣❧❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ 64 × 128 ❉❉▼✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✺✮ ✐s
s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❙■❘ ❜✉t t❤❛t t❤❡
❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✺✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ P❚❘(t, f) ❛♥❞✴♦r ❛ P❉❋ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✭✸✳✸✮✳
✸✳✸✳✹ ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❋❙■❘(t, f) ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ❜② P❉❋(t) ❛♥❞
P❚❘(t, f) t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r P (t, f)✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥✲
st❛♥t t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ρ(t) ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❜❡❛♠✳ ❋✐❣✳ ✸✳✻ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❉▼✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❛♠ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ s❝❛tt❡r❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤✐s ❜❡❛♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t ✏k✑ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ✏n✑ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ s❝❛tt❡r❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ρ(k) ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
♥❛❞✐r ❜❡❛♠ ✏n✑✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r✐s❡s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ♦❝❝✉r ❛t
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✳ ✸✳✻✱ t❤❡ r✐s❡ ♦❝❝✉rs ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t k ❢♦r t❤❡ ♥❛❞✐r ❜❡❛♠✱ ❛t
✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
t✐♠❡ ✐♥st❛♥t 3k ❢♦r ❜❡❛♠s ✏n + i✑ ❛♥❞ ✏n − i✑✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤✐s t✐♠❡ s❤✐❢t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠✳ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳❜ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❉❉▼ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇❛✈❡❢♦r♠ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛♠s✳
❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛✐♠s ❛t ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❡❛♠✳ ❋♦r t❤❛t✱
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣✳
✇❡ ✜rst ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ s✐❣♥❛❧s
r✐s✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t k✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❧❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪ ♦r
r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ δrn ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r rn =
√
h2 + y2n ✭r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ n✮ ❛♥❞ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ s❛t❡❧❧✐t❡✲s✉r❢❛❝❡ ❞✐st❛♥❝❡ h ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪
δrn = rn − h =
√
h2 + y2n − h. ✭✸✳✶✼✮
✸✳✸ ✲ ❙❡♠✐✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✽✼
◆♦t❡ t❤❛t ✭✸✳✶✼✮ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✭❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪✮ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ yn << h ❛s ❢♦❧❧♦✇s
δrn = h
√
1 +
(yn
h
)2 − h ≃ y2n
2h
=
hλ2
8v2s
f2n. ✭✸✳✶✽✮
◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❢❛❝t♦r αr ②✐❡❧❞✐♥❣ ❬❘❛♥❡②✱
✶✾✾✽❪
δrn =
√
h2 + αry2n − h ≃ αr
hλ2
8v2s
f2n. ✭✸✳✶✾✮
❆❢t❡r ❞❡❧❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❉❡♠❡❡st❡r❡✱ ✷✵✶✶❪✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❉❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣ ❛❢t❡r ❞❡❧❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮✱ ♠✐❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ❛❧❧ ❉♦♣♣❧❡r
❜❡❛♠s ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✭r✐❣❤t✮✳
s(t) =
N∑
n=1
P (t− δtn, fn) =
N∑
n=1
m (t, fn) ✭✸✳✷✵✮
✇❤❡r❡ δtn = 2 δrnc ✐s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ m(t, fn) = P (t− δtn, fn)
❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ nt❤ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ❛❢t❡r ❞❡❧❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r r❡❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉rsts✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❝❡♥❡✬s ❜❡❛♠ ♠❛② r❡✢❡❝t ❡♥❡r❣② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♥❛❞✐r ❜❡❛♠ ✭❜❡❛♠ #33✮ ❢♦r
✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
t❤❡ ❜✉rst i1✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❛♠ #34 ❢♦r t❤❡ ❜✉rst i2✱ ❡t❝✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s st❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛✐♠s ❛t
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❡❛♠
❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❜✉rst t♦ ❛♥♦t❤❡r✳
❚❤❡ s✐❣♥❛❧ s(t) ✐s ✜♥❛❧❧② s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✐♥st❛♥ts tk = (k −Ntτ) TsNt ✱ ❢♦r k = 1, · · · ,K Nt✱ ✇❤❡r❡ τ ✐s
t❤❡ ❡♣♦❝❤ ❛♥❞ K = 104 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✭✇✐t❤♦✉t ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣
❉❉❆3 ✈❡❝t♦r s = (s1, · · · , sK)T = [s (t1) , · · · , s (tK)]T ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❈❆3 ❡❝❤♦✳ ❚❤❡ ❉❉ ❡❝❤♦ ❤❛s ❛ ♣❡❛❦② s❤❛♣❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
♣❡❛❦② s❤❛♣❡ ✇❛s ✜rst q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❬▼♦♦r❡ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✶✾✺✼❪ ❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠✲❧✐♠✐t❡❞
❛❧t✐♠❡t❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❉❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝❤♦❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭Pu = 1✱
τ = 31 ❣❛t❡s✱ ❙❲❍ = 2 ♠✮✳
✸✳✸✳✺ ❙♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❛t❛ s✐♠✐❧❛r t♦ ❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦❡s✱ t❤❡ ❉❉▼ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜②
s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❬❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
✸✳✹ ✲ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✽✾
t♦ t❤❡ ❉❉▼ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✻
y(t) =
N∑
n=1
P (t− δtn, fn) q(t− δtn, n) =
N∑
n=1
m (t, fn) q(t− δtn, n) ✭✸✳✷✶✮
✇❤❡r❡ q(t− δtn, n) ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ G(L, 1/L) ✭s❡❡
❬P❛♣♦✉❧✐s ❛♥❞ P✐❧❧❛✐✱ ✷✵✵✷✱ ♣✳ ✽✼❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜✉rsts ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ✭L = 4 ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳
✸✳✹ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
✸✳✹✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ▲❙ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✭❛s ❢♦r ❈❆ ❬▼❛✉s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ❙❛♥❞✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✺❪✮✳ ❚❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠ y = (y1, . . . , yK)
T
✐s ❛ ♥♦✐s② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s = (s1, . . . , sK)
T ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ = (θ1, θ2, θ3)T =
(❙❲❍, Pu, τ)T ✭t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ξ = 0◦ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠♦❞❡❧s✮✳ ❚❤❡ ▲❙ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ ❛s
❢♦❧❧♦✇s
❛r❣♠✐♥
θ
G(θ) = ❛r❣♠✐♥
θ
1
2
K∑
k=1
g2k(θ) ✭✸✳✷✷✮
✇❤❡r❡ gk(θ) = yk − sk(θ) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡s✐❞✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ gk(θ) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❙❲❍ ❛♥❞ τ ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✷✷✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s♦❧✈❡ ✭✸✳✷✷✮ ✉s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❡rts❡❦❛s✱ ✶✾✾✺❪✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥
❈❆ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❆▼❖❙❆ ♣r♦❥❡❝t t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡✐r ❉❉❆ ♠♦❞❡❧ ❬●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✱ ✷✵✶✷❛❪✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ♠♦t✐✈❛t❡s ♦✉r
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ❙❆▼❖❙❆✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
✻■♥ ❬❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ❛ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥❞ ❛s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✷✵✶✷❛✱❜❪✱ ❡❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② L ❜✉rsts ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s N❜✐♥ ✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✷✵✶✷❛✱❜❪✮✳
❚❤✉s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ L ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦rr✉♣t✐♥❣ ❡❛❝❤
❜❡❛♠ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ G(L, 1/L)✳
✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② θ(i+1) = θ(i)+e(i)✱ ✇❤❡r❡ θ(i) ✐s
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ θ ❛t t❤❡ it❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ e(i) ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❛t t❤❡ ✜rst
♦r❞❡r✮ ♦❢ g ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ θ(i)
g(θ(i) + e(i)) ≃ l(e(i)) = g(θ(i)) + J(θ(i))e(i) ✭✸✳✷✸✮
✇❤❡r❡ J(θ) = [J1(θ),J2(θ),J3(θ)] =
[
∂g(θ)
∂θ1
, ∂g(θ)∂θ2 ,
∂g(θ)
∂θ3
]
✐s ❛ K×3 ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♦❢ g✳ ❆❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✸✳✷✸✮ ✐♥ ✭✸✳✷✷✮ ✭❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ (i) ❢♦r ❜r❡✈✐t②✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞
G(θ + e) ≃ L(e) = 1
2
l(e)T l(e) = G(θ) + eTJ(θ)Tg +
1
2
eTJ(θ)TJ(θ)e. ✭✸✳✷✹✮
❚❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ e ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ L(e)✳ ❇② s❡tt✐♥❣ t♦ 0 t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ L′(e) =
J(θ)Tg + J(θ)TJ(θ)e✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
J(θ)TJ(θ)e = −J(θ)Tg. ✭✸✳✷✺✮
❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ r❡❝✉rs✐♦♥ ❬❇❡rts❡❦❛s✱ ✶✾✾✺✱ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✶✾✾✾❪✳
▲❡✈❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ▼❛rq✉❛r❞t ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r µ ✐♥ ✭✸✳✷✺✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
[
J(θ)TJ(θ) + µI3
]
e = −J(θ)Tg ✭✸✳✷✻✮
✇❤❡r❡ I3 ✐s t❤❡ 3 × 3 ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r µ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ J (θ) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜②
✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
J i(θ) = −∂s(θ)
∂θi
≃ −s (θi +∆θi)− s (θi)
∆θi
✭✸✳✷✼✮
✇✐t❤∆θ = (∆❙❲❍,∆τ,∆Pu)
T ✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥∆θ = (0.05 ♠, 0.02 ❣❛t❡s, 0.05)T ✳
✸✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②
✸✳✺ ✲ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s ✾✶
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘▼❙❊ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✵✮✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❙❚❉✮ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❣✐✈❡♥ ❜②
❇✐❛s (θi) =
1
N▼❈
N▼❈∑
ℓ=1
θˆi(ℓ)− θi = θi − θi ✭✸✳✷✽✮
❛♥❞
❙❚❉ (θi) =
√√√√ 1
N▼❈
N▼❈∑
ℓ=1
[
θˆi(ℓ)− θi
]2
✭✸✳✷✾✮
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭◆❘❊✮
❣✐✈❡♥ ❜②
◆❘❊ =
√√√√∑Kk=1 (yk − yˆk)2∑K
k=1 y
2
k
=
||y − yˆ||
||y|| ✭✸✳✸✵✮
✇❤❡r❡ yˆk ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② t❤❡✐r
❡st✐♠❛t❡s ✐♥ sk ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✵✮✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛ r❡❛❧ ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❘❊ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❉❉❆ ❡❝❤♦ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❈❆ ❡❝❤♦✳ ❚❤✐s s❤❛♣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❤❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞
t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❊ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❈❆ ❛♥❞
❉❉❆ ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❆◆❘❊✮ ❣✐✈❡♥ ❜②
❆◆❘❊ =
√√√√ 1
N▼❈
N▼❈∑
l=1
||yl − yˆl||2
||yl||2
✭✸✳✸✶✮
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ N▼❈ ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ yl = (yl1, · · · , ylK)T ❢♦r l = 1, · · · , N▼❈✳ ◆♦t❡
✜♥❛❧❧② t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❉❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❈❆ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
✸✳✺ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❈❘❇s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✺✮
✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❈❆3✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❉❉❆ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❉❉❆3✮✳
✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✸✳✺✳✶ ❈❘❇s ❢♦r ❈❆3
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ s ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♥♦✐s❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❡❝❤♦✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Lc ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♣✉❧s❡✲
t♦✲♣✉❧s❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ yk = sk [1 + nk] , ❢♦r k = 1, · · · ,K✱ ✇❤❡r❡ nk ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ③❡r♦
♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ 1/Lc ✐✳❡✳✱ nk ∼ N (0, 1/Lc)✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s
yk = sk + n
′
k, k = 1, · · · ,K ✭✸✳✸✷✮
✇❤❡r❡ n′k ∼ N (0, s2k/Lc)✳ ❯s✐♥❣ ✭✸✳✸✷✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s y ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s f(y|θ)✮ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ s ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① Σ (θ, Lc)✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ (θ, Lc) ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts Σk(θ, Lc) =
s2k/Lc✱ ❢♦r k = 1, · · · ,K✳ ❚❤❡ ❋■▼ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣
t✇✐❝❡ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❬❇❛♥❣s✱ ✶✾✼✶✱ ❉❡❧♠❛s ❛♥❞ ❆❜❡✐❞❛✱ ✷✵✵✹✱ ❙❧❡♣✐❛♥✱ ✶✾✺✹❪
Fc(i, j) =
∂sT
∂θi
Σ
−1(θ, Lc)
∂s
∂θj
+
1
2
tr
(
Σ
−1(θ, Lc)
∂Σ(θ, Lc)
∂θi
Σ
−1(θ, Lc)
∂Σ(θ, Lc)
∂θj
)
✭✸✳✸✸✮
✇❤❡r❡
∂Σ(θ, Lc)
∂θi
=

∂Σ1
∂θi
✵ · · · ✵
✵ ∂Σ2∂θi · · · ✵
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✵ ✵ · · · ∂ΣK∂θi

. ✭✸✳✸✹✮
❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞
F c =D
T
c Σ
−1(θ, Lc + 2)Dc ✭✸✳✸✺✮
✇❤❡r❡Dc ✐s ❛ (K × 3)♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡Dc(k, i) = ∂sk∂θi , ❢♦r k = 1, · · · ,K ❛♥❞ i = 1, · · · , 3✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳✶✳ ❚❤❡ ❈❘❇s
✸✳✺ ✲ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s ✾✸
❛r❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋■▼ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② F−1c ✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❈❘❇s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬▼❛✐❧❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✺✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥
❬▼❛✐❧❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳
✸✳✺✳✷ ❈❘❇s ❢♦r ❉❉❆3
❊❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ❤❛s ❛ s✐③❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 300 ♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡
❞✉r✐♥❣ 43 ♠s ✭❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈❡❧♦❝✐t②✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ tr❛♥s♠✐ts
85 ❜✉rsts ♦❢ N = 64 ♣✉❧s❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 4 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✉rsts✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② Np = 256 ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡t❡
♠✉❧t✐✲❧♦♦❦❡❞ ❡❝❤♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
yk =
N∑
n=1
m (k, n) q(k, n) ✭✸✳✸✻✮
✇❤❡r❡ q(k, n) ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ✭✇❤♦s❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ s❝❛❧❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❡q✉❛❧ L = 4✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ 4 ❜✉rsts✳ ■♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t
t❤❡♦r❡♠ ❢♦r s✉♠s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬❇✐❧❧✐♥❣s❧❡②✱ ✶✾✾✺❪✮✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yk ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ ✐s
∑N
n=1m (k, n) ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①Λ (θ) ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❡❧❡♠❡♥ts Λk (θ) =
1
4
∑N
n=1m
2 (k, n)✱ ❢♦r k = 1, · · · ,K✳ ❚❤❡ ❋■▼ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ ❝❛♥ t❤❡♥
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
F d =D
T
dΛ
−1 (θ)Dd +Hd ✭✸✳✸✼✮
✇❤❡r❡Dd ✐s ❛ (K × 3)♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡Dd(k, i) = ∂sk∂θi , ❢♦r k = 1, · · · ,K ❛♥❞ i = 1, · · · , 3
❛♥❞ Hd ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
Hd(i, j) = 2
K∑
k=1
hi(m, k)hj(m, k)[∑N
n=1m
2(k, n)
]2 ✭✸✳✸✽✮
✇✐t❤
hi(m, k) =
N∑
n=1
m(k, n)
∂m(k, n)
∂θi
✭✸✳✸✾✮
✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❢♦r (i, j) ∈ {1, 2, 3}2✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ m(k, n) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
Pu, τ ❛♥❞ ❙❲❍ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Λ (θ) ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
s✐❣♥❛❧ y ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❛❧s m(k, n)✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲
❧♦♦❦ ❡❝❤♦ s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥ ✏❡✛❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s✑ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ kt❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❬❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪
N❡✛(k) =
E2 [yk]
E
{
[yk − E (yk)]2
} = µkNp ✭✸✳✹✵✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r µ = (µ1, · · · , µK)T ❛r❡
µk =
[∑N
n=1m (k, n)
]2
N
∑N
n=1m
2 (k, n)
=
s2k
N
∑N
n=1m
2 (k, n)
. ✭✸✳✹✶✮
◆♦t❡ t❤❛t µk ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1 ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t N❡✛(k) ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ Np ✭s❡❡ ❬❲✐♥❣❤❛♠
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ kt❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Λ (θ)
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ Λk (θ) =
s2
k
Npµk
✱ ❢♦r k = 1, · · · ,K✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
❈❆3 ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s Lc ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② Npµk ✐♥ t❤❡ kt❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Λ✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ µ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✭✐✳❡✳✱ ∂µ∂θi ≈ 0✱ ❢♦r i ∈ {1, 2, 3}✮ ❧❡❛❞s t♦
F d ≈DTd∆−1 (θ)Dd ✭✸✳✹✷✮
✇❤❡r❡ ∆ ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ∆k (θ) =
s2
k
Npµk+2
✱ ❢♦r k = 1, · · · ,K✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❋■▼
✭✸✳✹✷✮ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❈❆3 ✭✸✳✸✺✮✳ ❚❤❡ ❉❉❆ ❈❘❇s ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ F−1d ✳
✸✳✻ ❘❡s✉❧ts ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡❝❤♦❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❉❉ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①t st✉❞② ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ✭t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✮ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❈❘❇s ♦❢ ❈❆3 ❛♥❞ ❉❉❆3 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡
✸✳✻ ✲ ❘❡s✉❧ts ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✾✺
❡①♣❡❝t❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉❉ ♠♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❈❆3 ❛♥❞ ❉❉❆3 ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ ❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽✱ P❤❛❧✐♣♣♦✉
❛♥❞ ❊♥❥♦❧r❛s✱ ✷✵✵✼❪ ❢♦r ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❡ ❛♥❞ ✐♥ ❬▼❛rt✐♥✲P✉✐❣ ❛♥❞ ❘✉✣♥✐✱ ✷✵✵✾❪ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❉♦♣♣❧❡r
♠♦❞❡❧✮✳
✸✳✻✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤❡ ❈r②♦s❛t✲2 ❛❧t✐♠❡t❡r ❝❛❧❧❡❞ ❙■❘❆▲ ♣r❡s❡♥ts t❤r❡❡ ♠♦❞❡s t❤❛t
❛r❡✿ t❤❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✭▲❘▼✮✱ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ♠♦❞❡ ✭❙❆❘▼✮ ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡ ✭❙❆❘■♥▼✮ ❬❲✐♥❣❤❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ▲❘▼ ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❈❆ ❡❝❤♦❡s ✭❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❈❆✲▲❘▼ ❡❝❤♦❡s✮ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❙❆❘▼ ♣r♦✈✐❞❡ ❉❉
❡❝❤♦❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s ♦♣❡r❛t❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ❞♦ ♥♦t r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡
s❝❡♥❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❙❆❘▼ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝❤♦❡s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❈❆✲❙❆❘▼ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝
❡❝❤♦❡s ❢r♦♠ ❙❆❘ ♠♦❞❡✼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❝❤♦❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ t❤❛t ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ❢♦r ❈❆✲▲❘▼ ❡❝❤♦❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❈❆ ❡❝❤♦❡s ❛r❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥s ♦❢ Lc = 90 ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡❝❤♦❡s ❢♦r P♦s❡✐❞♦♥✲3 ❛❧t✐♠❡t❡r ❬❉❡s❥♦♥q✉❡r❡s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ❈❆✲❙❆❘▼ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 32 ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡❝❤♦❡s ✭t❤❡ ♦t❤❡r
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡❝❤♦❡s ✇✐❧❧ ♥♦t r❡❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✮ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥♦✐s❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢
√
3 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❆ ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼ ❡❝❤♦❡s ❬●✐❧❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ❋✐❣✳ ✸✳✾ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
t❤❡s✐s✱ ✐✳❡✳✱ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✭♦r ❉❉✮✱ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ✇✐t❤♦✉t ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❈❆ ✭♦r ❈❆✲▲❘▼✮ ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼
❡❝❤♦❡s✳ ◆♦t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤
❛❝r♦♥②♠✽✳
✼❚❤❡s❡ ❡❝❤♦❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛♠❡s✿ ▲❘▼✲❧✐❦❡ ❬P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❉❡♠❡❡st❡r❡✱ ✷✵✶✶❪✱ ♣s❡✉❞♦✲▲❘▼ ❬❇♦②
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛✱ ❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❙❝❤❛rr♦♦✱ ✷✵✶✷❪ ♦r r❡❞✉❝❡❞✲❙❆❘ ✭❘❉❙❆❘✮ ❬❇♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱
●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛❪✳ ❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❈❆✲❙❆❘▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳
✽❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ 3 ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ t❤❛t ♦❢
t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs 3✱ 4 ♦r 5 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳
✸✳✻✳✷ ▼♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ ❙❲❍ = 0 ♠
❛♥❞ τ = 31 ❣❛t❡s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦❡s
✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥❛❞✐r ❡❝❤♦✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭0, 2, 4 ❛♥❞ 6 ❦❍③✮✳
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ♦❝❝✉rs ❛t ♥❛❞✐r✱ ✐✳❡✳✱ f = 0 ❍③✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❡❝❤♦ ❜r♦❛❞❡♥s ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❞✐st❛♥❝❡ ✭s❡❡ ✭✸✳✾✮✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❢❛r ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ✭❢r♦♠ ♥❛❞✐r✮ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝✐r❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ✇✐❞t❤ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡ ❬❲❛❧s❤✳✱ ✶✾✽✷❪✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ❢❛r ❢r♦♠ ♥❛❞✐r ✐♥t❡rs❡❝t ❛ ❧♦t ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ✭❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛
t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡❝❤♦❡s s♣r❡❛❞ ♦✈❡r ❛ ❧♦t ♦❢ r❛♥❣❡ ❣❛t❡s✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✭❜♦tt♦♠✮ s❤♦✇s
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❉❉ ❡❝❤♦❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭t❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❋✐❣✳ 7 ♦❢ ❬❲✐♥❣❤❛♠
✸✳✻ ✲ ❘❡s✉❧ts ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✾✼
P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡
❋r❡q✉❡♥❝② 13.575 ●❍③
❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭λ✮ 2.21 ❝♠
❇❛♥❞✇✐❞t❤ ✭❇✮ 320 ▼❍③
❆❧t✐t✉❞❡ ✭h✮ 730 ❦♠
❇✉rst r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❇❘❋✮ 85 ❍③
P✉❧s❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭P❘❋✮ 18182 ❍③
✸ ❞❇ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤ ✭θ3❞❇✮ 1.1388 ❞❡❣r❡❡s
❱❡❧♦❝✐t② ✭vs✮ 7000 ♠✴s
P✉❧s❡s ♣❡r ❜✉rst 64 ♣✉❧s❡s
❇✉rst ❧❡♥❣t❤ ✭τb✮ 3.5 ♠s
❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤ 327 ♠
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞
❡❝❤♦❡s✱ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❝❤♦❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞
s❧♦✇❡r ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❝❤♦❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❣❛t❡s ✭❣❛t❡s 31, 51, 71, 91 ❛♥❞
111✮✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✭t♦♣✮ s❤♦✇s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❜② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ❬P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❊♥❥♦❧r❛s✱ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡
❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ③❡r♦ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ = 0◦ ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❲❛❧s❤✳✱ ✶✾✽✷❪✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✭❜♦tt♦♠✮ ✇❤✐❝❤
s❤♦✇s t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s♣❡❝tr❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❊❝❤♦❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭0, 2, 4 ❛♥❞ 6 ❦❍③✮✳ ✭t♦♣✮ ✇✐t❤♦✉t r❛♥❣❡ ♠✐✲
❣r❛t✐♦♥✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ✇✐t❤ r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢
Nt = 16✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ✭t♦♣✮ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ✈❡rs✉s ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛t❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ✭❜♦tt♦♠✮
❉♦♣♣❧❡r s♣❡❝tr❛ ❛❢t❡r s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✭s✉♠ ♦❢ t❤❡ r♦✇s
♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ✭❧❡❢t✮✮✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❛❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ Nf = 15✳
✸✳✻ ✲ ❘❡s✉❧ts ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✾✾
✸✳✻✳✸ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥
✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳✱ L = 4✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷ ✈❡rs✉s t❤❡ s❡❛ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ✭❙❲❍✮
✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ✈❡rs✉s τ ❛♥❞ Pu ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✮✳ ❚❤❡s❡ ❘▼❙❊s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣N▼❈ = 1000 s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✭s❡❡ ✭✷✳✷✵✮✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❲❍ ❛♥❞ τ ❛r❡ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠✐❣r❛t❡❞ ❉❉ ❡❝❤♦❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❡rr♦rs ♦♥ ❙❲❍ ❛♥❞ τ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ≃ 30 ❝♠ ❛♥❞ ≃ 6
❝♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Pu ✐s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ✇✐t❤♦✉t ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❝❤♦
✐s ❜r♦❛❞❡r ❛♥❞ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ♠✐❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠✐❣r❛t❡❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s ✭1000 ▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31 ❣❛t❡s✳
✸✳✻✳✹ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❡❛♠s
❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ❛❢t❡r ❞❡❧❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ♦♥
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❬❘❛♥❡②✱ ✷✵✶✷❛✱❜❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② N❜✐♥✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❡❛♠s
✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❝r♦ss❡❞ ❜② t❤❡ ♦✈❡r✲♣❛ss✐♥❣ r❛❞❛r ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ dt ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② N❞t✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❢✉❧
❜❡❛♠s N✉s❡❢✉❧ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✜rst ♥✉♠❜❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t
✭L = 4 ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜✉rst ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✷✵✶✷❛❪✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
N❞t ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❡❛♠s ✇❤❡♥
❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡❝❤♦❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ 64 ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ N✉s❡❢✉❧✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ Nb ∈ {0, · · · , 31} ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ 64 ❜❡❛♠s✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ N✉s❡❢✉❧ = 2Nb + 1 ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
{33−Nb, · · · , 33+Nb}✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✈❡rs✉s Nb✳ ❚❤❡ ❘▼❙❊s ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Nb ❢♦r Nb ≤ 20 ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡ ❢♦r Nb > 20✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠s ∈ [1, 12] ∪ [54, 64]
❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ✭❧❡❢t✮
s❤♦✇✐♥❣ ✈❡r② ✇❡❛❦ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❜❡❛♠s✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❢❡✇ ❜❡❛♠s ❝❛♥ ❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐❛s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✳ ❚❤✐s
✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r Nb < 12 ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❙❲❍ ❛♥❞ τ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ t❤❛t ✐t st❛❜✐❧✐③❡s ❢♦r Nb ≥ 12✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ N✉s❡❢✉❧ = 41 ❜❡❛♠s ❢♦r t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ 64 ❜❡❛♠s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ N✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✷✵✶✷❜❪
N✉s❡❢✉❧ =
2hnrhr
y2❞♦♣
✭✸✳✹✸✮
✇❤❡r❡ hr ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣✉❧s❡ r❛♥❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐♠❡t❡r✱ y❞♦♣ ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠
❛♥❞ nr ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r✐s❡ t✐♠❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ nr ❢♦r N✉s❡❢✉❧ = 41✳ ❲❡ ✜♥❞ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛t nr ≃ 6 ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡
✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ nr = 3 ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✷✵✶✷❜❪✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t ✉s✐♥❣ ❢❡✇❡r ❜❡❛♠s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
✸✳✻ ✲ ❘❡s✉❧ts ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✶✵✶
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊ ✈❡rs✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r✉♥s✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ P❛r❛♠❡t❡r ❇✐❛s❡s ✈❡rs✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r✉♥s✮✳
✸✳✻✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❆3 ❛♥❞ ❉❉❆3
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❆3 ❛♥❞ ❉❉❆3 ❜② ✜rst ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❈❘❇s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❘▼❙❊s✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❘❈❘❇s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❜♦t❤
✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❈❆3 ✭❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡s✮ ❛♥❞ ❉❉❆3 ✭❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s✮ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ❙❲❍ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [1, 8] ♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s
✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛ ❝❧❡❛r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r ❘❈❘❇(τ) ❛♥❞ ❘❈❘❇(Pu) ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❢♦r ❙❲❍ = 2 ♠✱ ✇❡ ♥♦t❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1.7 ❢♦r ❘❈❘❇(τ) ❛♥❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1.28 ❢♦r
❘❈❘❇(Pu)✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r s♠❛❧❧ s❡❛ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤ts ✭✐✳❡✳✱ ❙❲❍ < 5 ♠✮✱ ❘❈❘❇(❙❲❍)
✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❉❉❆3 t❤❛♥ ❢♦r ❈❆3✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♣♦❝❤ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦❢ ♠❛❥♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❈❆3 ❛♥❞ ❉❉❆3 ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡s❡ ❘▼❙❊s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣
N▼❈ = 1000 s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✭s❡❡ ✭✷✳✷✵✮✮✳ ❚❤❡ ❉❉❆3 ❘▼❙❊s ❢♦r τ ❛♥❞ ❙❲❍ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✮
❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈❆3 ✭r❡❞ ❝✉r✈❡s✮ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❈❆3 ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❢♦r ❘▼❙❊(❙❲❍) ❢♦r ✈❡r②
s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❈❘❇s ❜❡❤❛✈✐♦r ✭t❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
❬P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❉❡♠❡❡st❡r❡✱ ✷✵✶✶❪✮✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❘▼❙❊s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙❚❉s
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❜✐❛s❡s ✭t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s ✐♥✈✐t❡❞ t♦ ❝♦♥s✉❧t
❆♣♣❡♥❞✐① ❍ ❢♦r ♠♦r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✮✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉❉❆3 ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
❞❡r✐✈❡❞ ❉❉❆3 ❈❘❇s ✭❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s✮ t♦ t❤❡ ❉❉❆3 ❘▼❙❊s✳ ❚❤✐s ❈❘❇s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s♣❛❝❡
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❲❍, τ
❛♥❞ Pu✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ st✉❞② ♦❢ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s ▼▲❊ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ▲❙✮ ❤❛s ❜❡❡♥
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛♥❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✳ ❚❤✐s st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❈❘❇s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳
❚❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛
❈♦r(θi, θj) =
∣∣∣∣∣ F−1(i, j)√F−1 (i, i)√F−1 (j, j)
∣∣∣∣∣ , ❢♦r (i, j) ∈ {1, 2, 3}2 ✭✸✳✹✹✮
✇❤❡r❡ F−1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❋■▼ ✭t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ F c ❢♦r ❈❆3 ❛♥❞ F d ❢♦r ❉❉❆3✮✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❙❲❍✱ τ✮ ✐s ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❉❉❆3 ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡
❢♦r ❉❉❆3✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞❡s✐r❡❞ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❬❙❛♥❞✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✺❪
✇❤✐❝❤ ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ r❡❞✉❝❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❆✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥
✸✳✻ ✲ ❘❡s✉❧ts ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✶✵✸
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✭τ, Pu✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ❙❲❍ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
✭❙❲❍, Pu✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ ❉❉❆ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❘❈❘❇s ❛♥❞ ❘▼❙❊s ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✭❉❉❆3✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②
✭❈❆3✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31 ❣❛t❡s ✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✭❉❉❆3✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❛❧t✐♠❡tr② ✭❈❆3✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31 ❣❛t❡s✳
✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✸✳✼ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❈❘❨❖❙❆❚✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦❝❡❛♥✐❝ ❈r②♦s❛t✲2
✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❆✉❣✉st ✷✵✶✶ ✭t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦♥t❤ ♦❢ ❞❛t❛✮ ❛♥❞ ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈r②♦s❛t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈◆❊❙
✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ 1 ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✱ r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣
♣r♦❝❡ss✐♥❣s ❬❇♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❉❉ ❡❝❤♦❡s ❛r❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ 3 ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t♦r ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❈❆✲❙❆❘▼3 ❡❝❤♦❡s✾✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣s✳ ✸✳✶✼ s❤♦✇s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ❈r②♦s❛t✲2
❡❝❤♦❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍✳ ❚❤❡ t♦♣ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ✜t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ ❡❝❤♦❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ t❤❡ ❡rr♦r ✭❞✐✛❡r❡♥❝❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❡❝❤♦❡s✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡❝❤♦ ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵ % ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❆◆❘❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s
♦❢ ❙❲❍ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❆◆❘❊ ✇❤✐❝❤
❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❣♦♦❞ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❢♦r ❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦❡s✳
❙❲❍ ✭♠✮ [0, 1] [1, 2] [2, 3] [3, 4] [4, 5] [5, 6] [6, 7]
❆◆❘❊ ✭×10−2✮ 8.55 8.86 9.56 10.01 10.33 10.42 10.51
✾❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈❆✲❙❆❘▼3 ❡❝❤♦❡s ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱
✇❤❡r❡ sk(θ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✳✺✮✳
✸✳✼ ✲ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❈❘❨❖❙❆❚✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s ✶✵✺
✭❛✮ ❙❲❍ = 0.57 ♠ ❛♥❞ ◆❘❊ = 0.07✳ ✭❜✮ ❙❲❍ = 1.56 ♠ ❛♥❞ ◆❘❊ = 0.065✳
✭❝✮ ❙❲❍ = 3.6 ♠ ❛♥❞ ◆❘❊ = 0.12✳ ✭❞✮ ❙❲❍ = 3.92 ♠ ❛♥❞ ◆❘❊ = 0.101✳
✭❡✮ ❙❲❍ = 5.26 ♠ ❛♥❞ ◆❘❊ = 0.112✳ ✭❢✮ ❙❲❍ = 5.84 ♠ ❛♥❞ ◆❘❊ = 0.102✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ❈r②♦s❛t✲✷ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❡rr♦rs ✭◆❘❊✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍✳
✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❉❉❆3 ❛♥❞
❈❆✲❙❆❘▼3 ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❙❲❍ ❛♥❞ s❡❛ s✉r❢❛❝❡
❤❡✐❣❤t ❛♥♦♠❛❧② ✭❙❙❍❆✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✷ ♠✐♥✉t❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✭t❤❡ ❙❙❍❆ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛❧❧
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♣♦❝❤✮✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾ s❤♦✇✐♥❣
s✐♠✐❧❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❙❲❍ ❛♥❞ ❙❙❍❆ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r 2 ♠✐♥✉t❡s ♦❢ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❉❉❆3 ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼3✳ ✭t♦♣✮
❙❲❍ ✭❜♦tt♦♠✮ ❙❙❍❆✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈❆✲❙❆❘▼3 ❛♥❞
❉❉❆3✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❙❲❍ < 4 ♠ s✐♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ 90% ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛
s❛t✐s❢② t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❆✲❙❆❘▼3 ❛♥❞ ❉❉❆3 ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② ❧♦✇✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❙❚❉s✶✵ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❲❍ ❛♥❞ ❙❙❍❆✳ ❚❤❡s❡ ❙❚❉s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣r♦✉♣s ♦❢ N▼❈ = 20 s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ✭✸✳✷✾✮✮✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❙❚❉ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✈❡r② s❡❝♦♥❞ ✭t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❙❚❉s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s 20 ❍③ ❙❚❉s✶✶✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❉❉❆3
♣r♦✈✐❞❡s ❧♦✇❡r ❙❚❉s t❤❛♥ ❈❆✲❙❆❘▼3 ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✺✳ ◆♦t❡
✶✵❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❙❚❉s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❙❚❉s ❢♦r ❡❛❝❤ ✶ ♠❡t❡r ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❙❲❍✳
✶✶❚❤❡ 1 ❍③ ❙❚❉s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ 20 ❍③ ❙❚❉s ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r
√
20✳
✸✳✼ ✲ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❈❘❨❖❙❆❚✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s ✶✵✼
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❙❲❍ ❛♥❞ ❙❙❍❆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❈❆✲❙❆❘▼3 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞
❉❉❆3 ✭r✐❣❤t✮✳
t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❈❆3 ❙❚❉s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❈❆✲❙❆❘▼3 ❙❚❉s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢
√
3 ❛s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❉❆3 ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❆3 ✭✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❛❧t✐♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ✐♥ P♦s❡✐❞♦♥✲3✮✳ ❚❤❡ ❙❚❉ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❆3 ❙❚❉s ❛♥❞ t❤❡ ❉❉❆3 ❙❚❉s ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ ❚❛❜❧❡
✸✳✹✮✳ ❆t ❙❲❍ = 2 ♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❙❲❍ ❙❚❉ ♦❢ 55 ❝♠ ❢♦r ❈❆3 ❛♥❞ ♦❢ 43 ❝♠ ❢♦r ❉❉❆3 ✇❤✐❝❤
s❤♦✇s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ♦❢ 1.28✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❙❙❍❆✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❛ ❈❆3 ❙❚❉ ♦❢ 8.16 ❝♠ ❛♥❞ ❛
❉❉❆3 ❙❚❉ ♦❢ 6.47 ❝♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛❜♦✉t 1.26✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡s❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❬●✐❧❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❪ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✮✳
◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❙❚❉ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❢♦r ❉❉❆3 ❛❧t✐♠❡tr② ❡①❝❡♣t ❢♦r s♠❛❧❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍ ✇❤❡r❡ ❈❆3 ♣❡r❢♦r♠s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ 1.24 ❢♦r τ ❛♥❞ 1.19 ❢♦r ❙❲❍ ❛t ❙❲❍ = 2
♠✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ r❡s✉❧ts ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳
✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈❆✲❙❆❘▼3 ❛♥❞ ❉❉❆3✳
❙❲❍ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭♠✮
❬0, 1❪ ♠ ❬1, 2❪ ♠ ❬2, 3❪ ♠ ❬3, 4❪ ♠
❆✈❡r❛❣❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❲❍ ✭♠✮ 0.21 0.24 0.19 0.17
❈❆✲❙❆❘▼3 ❛♥❞ ❉❉❆3 ❙❙❍❆ ✭❝♠✮ 1.34 −0.68 −2.15 −3.70
❙❚❉✭❙❲❍✮ ❛t ✷✵❍③
❉❉❆3 0.46 0.43 0.43 0.46
✭♠✮
❈❆✲❙❆❘▼3 0.73 0.92 0.97 0.97
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❈❆3 0.42 0.53 0.56 0.56
❙❚❉✭❙❙❍❆✮ ❛t ✷✵❍③
❉❉❆3 6.32 5.97 6.87 7.96
✭❝♠✮
❈❆✲❙❆❘▼3 11.15 13.11 14.88 16.05
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❈❆3 6.44 7.57 8.59 9.27
❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❉❉❆3 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❈❆3✳
❙t✉❞✐❡s
❚❤✐s st✉❞② ❬●✐❧❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❬●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❪
❙❙❍❆ 1.26 1.18 1.43
❙❲❍ 1.28 1.31 1.26
✸✳✽ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✵✾
✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡✜♥❡❞ ❛ ♥❡✇ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②✳ ❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛ ♣❛tt❡r♥✱ ♥♦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✱ ♥♦ ✈❡rt✐❝❛❧
s♣❡❡❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❆ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥
str❛t❡❣② ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛✲
t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✮✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧ ❈r②♦s❛t✲2
✇❛✈❡❢♦r♠s ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠♦❞❡❧✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡
s✐♥❝❡ t❤❡ ❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♦❢ ❛❜♦✉t 0.1 ❞❡❣r❡❡ ✐♥ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦
❛♥❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❬❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❙❝❤❛rr♦♦✱ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
❝❤❛♣t❡r✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❆ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷✱ ✷✵✶✸❜✱❡❪✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❛❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞
✉s✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛✳
✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✸✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
♣r♦♣♦sé ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡
♠❡r ♣❧❛t❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡
s❛♥s ❞é♣♦✐♥t❛❣❡✱ ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬é❝❤♦ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ ❝♦♥✈♦❧✉❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛
❤❛✉t❡✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ r❛❞❛r✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ♦♥t ❛✉ss✐ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❜♦r♥❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♣♦♥❞érés ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ■✮✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① s②♥t❤ét✐q✉❡s ❛ ♠♦♥tré ❧✬✐♥térêt ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❉♦♣♣❧❡r ❝❡♥tr❛❧❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡
❛ ❛✉ss✐ ♠♦♥tré ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ s✉♣ér✐♦r✐té ❛ été ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✬é❝❤♦s ré❡❧s ✐ss✉s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❈r②♦s❛t✲2✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❛✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡
❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ✉♥❡ ♣✐st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬ét✉❞❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬❙♠✐t❤ ❛♥❞
❙❝❤❛rr♦♦✱ ✷✵✶✶❪ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0.1 ❞❡❣ré ❞❛♥s ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛③✐♠✉t❛❧❡ ❡t tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❯♥ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ à tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❬❍❛❧✐♠✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ✷✵✶✸❜✱❡❪✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ▲❡s
❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ét❛❜❧✐❡s ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❛❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ✈❛❧✐❞é s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
s②♥t❤ét✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❈r②♦s❛t✲2✳
❈❤❛♣t❡r ✹
●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
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♣r✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ tr♦✐s t❡r♠❡s q✉✐ s♦♥t ❧❛ P❉❋ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ❞✐✛✉s❡✉rs s♣é❝✉❧❛✐r❡s✱
❧❛ P❚❘ ❡t ❧❛ ❋❙■❘ ❬▼❛rt✐♥✲P✉✐❣ ❛♥❞ ❘✉✣♥✐✱ ✷✵✵✾✱ P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❉❡♠❡❡st❡r❡✱ ✷✵✶✶❪✳ ▲❛ ❋❙■❘ ❝♦♥✲
st✐t✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛r ❡❧❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ s✉r ❧✬é❝❤♦ ❛❧t✐♠étr✐q✉❡
✶✶✶
✶✶✷❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
rés✉❧t❛♥t✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❛ été ❛♣♣r♦①✐♠é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❊♥❥♦❧r❛s✱ ✷✵✵✼✱ ❙❤✉❛♥❣✲❇❛♦
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ✭♣❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❛ été ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✮ ❛❧♦rs
q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé
♣♦✉r ❧❛ ❋❙■❘ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡✱ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼✱ ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❡❪✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞❡✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s ❡t ❥✉st✐✜é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡
❧❛ ❋❙■❘ ❡①❛❝t❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛ été ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ▲❛ ❝❛rt❡
❞✐st❛♥❝❡✴❉♦♣♣❧❡r ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❛ ❋❙■❘ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❧❛ P❉❋ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ❞✐✛✉s❡✉rs s♣é❝✉❧❛✐r❡s ❡t ❧❛ P❚❘✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❝✐♥q ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❧✬é♣♦q✉❡ τ ✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❙❲❍✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu✱
❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❛③✐♠✉t❛❧ ξ❛❧ ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ξ❛❝✳ ❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é✱ q✉✐
❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡t ❧❡ ♠♦②❡♥♥❛❣❡✱ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✐st❛♥❝❡✴❉♦♣♣❧❡r
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬é❝❤♦ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t é❝❤♦ ❡st ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ét✉❞✐é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞✐✛èr❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❛❧t✐♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ à ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❧✐♠✐té❡ ♦✉ à ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧✐♠✐té ❬❈❤❡❧t♦♥✱ ✶✾✽✾✱ ❘❛♥❡② ❛♥❞
P❤❛❧✐♣♣♦✉✱ ✷✵✶✶❪✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❡st ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛③✐♠✉t❛❧❡
❡t tr❛♥s✈❡rs❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❡st à ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧✐♠✐té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛③✐♠✉t❛❧❡ ❡t à
✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❧✐♠✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s
❞❡ ❧✬é❝❤♦ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❬❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪ ♦✉ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❬▼❛✉s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ❙❛♥❞✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✺❪✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ♣♦✉r
♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ ❈❡❝✐ ❞✐t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❢❛✐t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❛③✐♠✉t❛❧ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ s✬❡st ❛✈éré
✹✳✶ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮ ✶✶✸
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ à q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❝✐♥q ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt✳ ❈❡s str❛té❣✐❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ é✈❛❧✉é❡s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮ ❡t
❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r é❝❤♦s
s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧s ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❡t ❝♦♥✜r♠❡
❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé
♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❥✉st✐✜❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❋❙■❘ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡
❡t ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✈❛❧✐❞❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐és s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
s②♥t❤ét✐q✉❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❈r②♦s❛t✲2 ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳ ▲❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✹✳✼ ❡t ✹✳✽✳
✶✶✹❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✹✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✲
✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ P❉❋ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs✱ t❤❡ t✐♠❡✴❢r❡q✉❡♥❝②
P❚❘ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r ❛♥❞ t❤❡ ❋❙■❘ ❬▼❛rt✐♥✲P✉✐❣ ❛♥❞ ❘✉✣♥✐✱ ✷✵✵✾✱ P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❉❡♠❡❡st❡r❡✱ ✷✵✶✶❪✳
❚❤❡ ❋❙■❘ ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❡r♠ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦✳ ❚❤✐s t❡r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ❬P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❊♥❥♦❧r❛s✱ ✷✵✵✼✱
❙❤✉❛♥❣✲❇❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ✭♠♦r❡ ❡①❛❝t❧②✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡❝❤♦ ✇❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✮
✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸
❞✐❞ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ r❡❞✉❝❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
❋❙■❘ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❋❙■❘ ❛❧s♦
❝♦♥s✐❞❡rs ❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
❣❛✐♥ ❛s ✐♥ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼✱ ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❡❪✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ❋❙■❘ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣ ✭❉❉▼✮ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❋❙■❘ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡
P❉❋ ♦❢ t❤❡ s❡❛ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✴❢r❡q✉❡♥❝② P❚❘✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❉▼ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✜✈❡
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ✱ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❙❲❍✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu✱ t❤❡
❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ❛❝✳ ❆♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❉▼ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦
❡❝❤♦✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤✐s ❡❝❤♦ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✳
❚❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ ❜❡❛♠✲❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ♣✉❧s❡✲❧✐♠✐t❡❞ ❛❧t✐♠❡tr② ❬❈❤❡❧t♦♥✱ ✶✾✽✾✱
❘❛♥❡② ❛♥❞ P❤❛❧✐♣♣♦✉✱ ✷✵✶✶❪ ❛♥❞ t❤❡ ❉❉❆ ✐s ♣✉❧s❡✲❧✐♠✐t❡❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❜❡❛♠✲❧✐♠✐t❡❞ ❛❧♦♥❣✲
tr❛❝❦ ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✹✳✸ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✶✶✺
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪ ♦r ❧❡❛st sq✉❛r❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬▼❛✉s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ❙❛♥❞✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✺❪✳
❆s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✇✐❧❧
s❤♦✇ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇✐❧❧
❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞
t♦ ❈❆✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥❞ r❡❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ✜rst ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉s❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❋❙■❘✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❚❤✐r❞✱ ✐t ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ✜♥❛❧❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✼✳
✹✳✸ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❝❛❧❧s ❜r✐❡✢② t❤❡ ❈❆4 ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✐s
t❤❛t ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✳
✹✳✸✳✶ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✭❈❆4✮
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❚❤✐s
♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋❙■❘✱ t❤❡ P❉❋ ❛♥❞ t❤❡ P❚❘ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
s(t) = ❋❙■❘(t) ∗ P❉❋(t) ∗ P❚❘T (t) ✭✹✳✶✮
✶✶✻❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✇✐t❤
❋❙■❘(t) = Pu exp
[
−χt− 4
γ
sin2 ξ
]
I0
(
β
√
t
)
U(t) ✭✹✳✷❛✮
P❉❋(t) =
1√
2πσs
exp
(
− t
2
2σ2s
)
✭✹✳✷❜✮
P❚❘T (t) =
∣∣∣∣∣∣
sin
(
π tTs
)
π tTs
∣∣∣∣∣∣
2
✭✹✳✷❝✮
✇❤❡r❡ χ ❛♥❞ β ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✽✮✱ γ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♣❡rt✉r❡ ❛♥❞ Ts
✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❈❆4 s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❢♦✉r ❛❧t✐♠❡tr✐❝
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❙❲❍ ✭t❤r♦✉❣❤ σs = ❙❲❍2c ✮✱ τ ✱ Pu ❛♥❞ ξ✳
✹✳✸✳✷ ❚❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ t❡r♠s✿ t❤❡
❋❙■❘✱ t❤❡ P❉❋ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✴❢r❡q✉❡♥❝② P❚❘ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r ❛s
❢♦❧❧♦✇s ❬▼❛rt✐♥✲P✉✐❣ ❛♥❞ ❘✉✣♥✐✱ ✷✵✵✾✱ P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❉❡♠❡❡st❡r❡✱ ✷✵✶✶❪
P (t, f) = ❋❙■❘(t, f) ∗ P❉❋(t) ∗ P❚❘(t, f) ✭✹✳✸✮
✇✐t❤
P❉❋(t) =
1√
2πσs
exp
(
− t
2
2σ2s
)
✭✹✳✹❛✮
P❚❘(t, f) = P❚❘T (t)P❚❘F (f) ✭✹✳✹❜✮
P❚❘T (t) =
∣∣∣∣∣∣
sin
(
π tTs
)
π tTs
∣∣∣∣∣∣
2
, P❚❘F (f) =
∣∣∣∣∣∣
sin
(
π fF
)
π fF
∣∣∣∣∣∣
2
. ✭✹✳✹❝✮
❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✭❋❙■❘✮ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳
✹✳✸ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✶✶✼
✹✳✸✳✸ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❋❙■❘
■♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✱ t❤❡ ❋❙■❘ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r
♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦ ♦✈❡r t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪
❋❙■❘(t′) =
λ2
(4π)3Lp
∫
R+×[0,2π[
δ(t′ − 2rc )G2(ρ, φ)σ0
r4
ρdρdφ ✭✹✳✺✮
❆s ❛❧r❡❛❞② ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡t❡r ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋❙■❘ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ nt❤ ❉♦♣♣❧❡r
❜❡❛♠ ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ φ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
Dt,n = [φt,n, φt,n+1] ∪
[
φ′t,n, φ
′
t,n+1
]
❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❋❙■❘(t′, n) =
λ2
(4π)3Lp
∫
R+×Dt,n
δ(t′ − 2rc )G2(ρ, φ)σ0
r4
ρdρdφ. ✭✹✳✻✮
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ρ ✐♥ ✭✹✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠✳
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ❛♥❞ cth << 1 ✭❛s ✐♥ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s
✶✶✽❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
♦❜t❛✐♥❡❞
❋❙■❘(t, n) =
Pu
2π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t)
×
{∫ φt,n+1
φt,n
exp
{
f
[
φ˜− φ, ǫ(t), ξ
]}
dφ+
∫ φ′t,n+1
φ′t,n
exp
{
f
[
φ˜− φ, ǫ(t), ξ
]}
dφ
}
✭✹✳✼✮
✇❤❡r❡ ξ ❛♥❞ φ˜ ❞❡♥♦t❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ z ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ x ❛①✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✶✳✻✮ ❛♥❞
f
[
φ˜− φ, ǫ(t), ξ
]
= −4
γ
[
1− cos
2 (ξ)
1 + ǫ2(t)
]
+ b(t, ξ) + a(t, ξ) cos
(
φ˜− φ
)
− b(t, ξ) sin2
(
φ˜− φ
)
✭✹✳✽✮
✇✐t❤
ǫ2(t) =
(ρ
h
)2 ≃ ct
h
Pu =
λ2G20cσ
0
4(4π)2Lph3
a(t, ξ) =
4ǫ(t)
γ
sin(2ξ)
1 + ǫ2(t)
b(t, ξ) =
4ǫ2(t)
γ
sin2(ξ)
1 + ǫ2(t)
φt,n = Re
[
❛t❛♥
(
yn√
ρ2(t)− y2n
)]
= π − φ′t,n+1
φt,n+1 = Re
❛t❛♥
 yn+1√
ρ2(t)− y2n+1
 = π − φ′t,n
yn =
hλ
2vs
fn. ✭✹✳✾✮
■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ fn = (n − 32Nf − 0.5) FNf ✱ ✇✐t❤ n ∈ {1, · · · , 64Nf}✱ ✐s t❤❡ nt❤ ❉♦♣♣❧❡r
❢r❡q✉❡♥❝②✶✱ Nf ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ G0 ✐s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♣♦✇❡r ❣❛✐♥ ❛t ❜♦r❡s✐❣❤t✱
γ = 12 ln 2 sin
2 θ✸❞❇ ✐s ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ θ✸❞❇ ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲♣♦✇❡r ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤✱
yn ✐s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ nt❤ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❜❡❛♠✱ vs ✐s t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ Re(x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡
r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r x✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❋❙■❘(t, n)
✶❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ N = 64 ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ N = 64 ♣✉❧s❡s ♣❡r ❜✉rst✳
✹✳✸ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✶✶✾
✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐t❤♦✉t ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ξ = 0◦✳ ■♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
❆ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s u = φ˜− φ ✐♥ ✭✹✳✼✮ ❧❡❛❞s t♦
❋❙■❘(t, n) =
Pu
2π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t) exp
{
−4
γ
[
1− cos
2 (ξ)
1 + ǫ2(t)
]
+ b(t, ξ)
}
[
Q
(
φ˜− φt,n+1, φ˜− φt,n
)
+Q
(
φ˜− φ′t,n+1, φ˜− φ′t,n
)]
✭✹✳✶✵✮
✇✐t❤
Q (u1, u2) = exp
(
− b
2
)∫ u2
u1
exp
[
a cos (u) +
b
2
cos (2u)
]
du ✭✹✳✶✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (t, ξ) ✐♥ a ❛♥❞ b ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬❆❜r❛♠♦✇✐t③ ❛♥❞
❙t❡❣✉♥✱ ✶✾✻✺✱ ♣✳ ✸✼✻❪ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✻✳✸✹✮✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
exp [a cos(u)] = I0(a) + 2
+∞∑
k=1
Ik(a) cos(ku)
exp
[
b
2
cos(2u)
]
= I0
(
b
2
)
+ 2
+∞∑
k=1
Ik
(
b
2
)
cos(2ku) ✭✹✳✶✷✮
✇❤❡r❡ Ik ✐s t❤❡ kt❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞✳
❋✐rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ♦❢ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✭✹✳✶✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦
exp
[
b
2
cos(2u)
]
≃ I0
(
b
2
)
✭✹✳✶✸✮
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ b✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
③❡r♦ ♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤✐s s✉♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ b(t, ξ)
✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❝❛s❡ ξ = 1 ❞❡❣r❡❡✮ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 8 × 10−4✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s
✈❛❧✉❡ ♦❢ b ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s∣∣∣∣exp [ b2 cos(2u)
]
− I0
(
b
2
)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣exp( b2
)
− I0
(
b
2
)∣∣∣∣ = 4× 10−4, ∀u ✭✹✳✶✹✮
✶✷✵❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡rr♦r s✐♥❝❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts 0.04% ♦❢ exp
(
b
2
)
✭t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r
❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✮✳ ❇② ✉s✐♥❣ ✭✹✳✶✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❋❙■❘(t, n) ≃
❋❙■❘1(t, n) ✇❤❡r❡
❋❙■❘1(t, n) =
Pu
π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t) exp
[
−4
γ
(
1− cos
2 (ξ)
1 + ǫ2(t)
)
+
b
2
]
I0
(
b
2
)
×
[
I0(a) (φt,n+1 − φt,n) +
+∞∑
k=1
1
k
Ik (a)hk,n(φ˜)
]
✭✹✳✶✺✮
❛♥❞
hk,n(φ˜) = sin
[
k
(
φ˜− φt,n
)]
−sin
[
k
(
φ˜− φt,n+1
)]
+sin
[
k
(
φ˜− φ′t,n
)]
−sin
[
k
(
φ˜− φ′t,n+1
)]
. ✭✹✳✶✻✮
❯s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s φt,n = π − φ′t,n+1 ❛♥❞ φt,n+1 = π − φ′t,n✱ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇
hk,n(φ˜) t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
hk,n(φ˜) =

2 cos
(
kφ˜
)
[sin (kφt,n+1)− sin (kφt,n)] , ❢♦r ❡✈❡♥ k
−2 sin
(
kφ˜
)
[cos (kφt,n+1)− cos (kφt,n)] , ❢♦r ♦❞❞ k
. ✭✹✳✶✼✮
❙❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ✐♥ ✭✹✳✶✺✮ ❝❛♥ ❜❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r m ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❋❙■❘ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ξ ❛♥❞ φ˜ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s
❋❙■❘(t, n) ≃ ❋❙■❘2(t, n) ✇❤❡r❡
❋❙■❘2(t, n) =
Pu
π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t) exp
[
−4
γ
(
1− cos
2 (ξ)
1 + ǫ2(t)
)
+
b
2
]
I0
(
b
2
)
×
[
I0(a) (φt,n+1 − φt,n) +
m∑
k=1
1
k
Ik (a)hk,n(φ˜)
]
✭✹✳✶✽✮
✇❤❡r❡
(
1 + ct2h
)−3
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② 1 ❛s ✐♥ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧
✭✹✳✶✽✮ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r ξ = 0◦ ✭❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡✮ s✐♥❝❡ a(t, ξ = 0) =
b(t, ξ = 0) = 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t ✐♥ ✭✹✳✶✽✮ ❜②
t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢❛❝t♦r αr = 1 + hR = 1.11 ❬❈❤❡❧t♦♥✱ ✶✾✽✾✱ ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❡✱ ▼❛❝❆rt❤✉r✱ ✶✾✼✻❪✳
✹✳✸ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✶✷✶
✹✳✸✳✹ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦
❚❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r P (t, f) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❉❉▼ ✐s ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ✇❤❡r❡ ❋❙■❘(t, f) ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮
❛♥❞ P❉❋(t)✱ P❚❘(t, f) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✹✳✹✮✷✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣✱ ❛ t✐♠❡ s❤✐❢t ❜② t❤❡ ❡♣♦❝❤ τs ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❞❡rs❛♠♣❧✐♥❣ ❛s
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ✐s t❤❡♥ ❢♦r♠❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s
s(t) =
N∑
n=1
P2 (t− δtn, fn) ✭✹✳✶✾✮
✇❤❡r❡ P2(t, f) = ❋❙■❘2(t, f) ∗ P❉❋(t) ∗ P❚❘(t, f) ❛♥❞ δtn ≃ αr hλ24cv2s f
2
n ✐s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ =
(❙❲❍, Pu, τ, ξ❛❝, ξ❛❧)
T ✇❤❡r❡ ξ❛❝ ❛♥❞ ξ❛❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✳ ✹✳✷✮
ξ❛❧ = ξ sin
(
φ˜
)
❛♥❞ ξ❛❝ = ξ cos
(
φ˜
)
. ✭✹✳✷✵✮
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r P (t, f) ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✭❧❡❢t✮ ❢♦r 64 ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s✱ 128 ❣❛t❡s✱
t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ ❙❲❍ = 1 ♠✱ τ = 44 ❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❧ = ξ❛❝ = 0.1◦✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛
♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❧❛♥t r❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
❝❡♥tr❛❧ ♥❛❞✐r ❜❡❛♠✳ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✭♠✐❞❞❧❡✮ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❉❉▼ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥
✇❤❡r❡❛s ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✭r✐❣❤t✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ✐s ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r
s = (s1, · · · , sK)T ✱ ✇❤❡r❡ K = 128 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✭♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❣❛t❡s✑✮✳
✷◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦r P❉❋ ❛♥❞ P❚❘✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ P❉❋ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛
♠❡❛s✉r❡❞ P❚❘ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✹✳✹✮✳
✶✷✷❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ξ ❛♥❞ φ˜ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣
❛♥❣❧❡s ξ❛❧ ❛♥❞ ξ❛❝✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ✭❧❡❢t✮ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣ ✭❉❉▼✮✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮
❉❉▼ ❛❢t❡r r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭r✐❣❤t✮ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✭▼✲▲✮ ❡❝❤♦✳
✹✳✹ ✲ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✶✷✸
✹✳✹ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
✹✳✹✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❆s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
✐✳❡✳✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥
C = ❛r❣♠✐♥
θ
1
2
K∑
k=1
g2k(θ) ✭✹✳✷✶✮
✇❤❡r❡ gk(θ) = yk − sk(θ) ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡s✐❞✉❡s✱ y = (y1, . . . , yK)T ✐s ❛ ♥♦✐s② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s =
(s1, . . . , sK)
T ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st θ✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C ✐♥ ✭✹✳✷✶✮ ✐s
♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐✳❡✳✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❡rts❡❦❛s✱ ✶✾✾✺❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
θ(i+1) = θ(i) −
[
JT
(
θ(i)
)
J
(
θ(i)
)
+ µImp
]−1
JT
(
θ(i)
)
g
(
θ(i)
)
✭✹✳✷✷✮
✇❤❡r❡ θ(i) ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ θ ❛t t❤❡ it❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ J
(
θ(i)
)
=
[
∂g(θ(i))
∂θ1
, · · · , ∂g(θ
(i))
∂θmp
]
✐s ❛ K ×mp
♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ g✱ mp ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ Imp ✐s t❤❡
mp ×mp ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ µ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ g
❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✮
∂g (θ)
∂θj
= −∂s(θ)
∂θj
≃ −s (θj +∆θj)− s (θj)
∆θj
, ❢♦r j ∈ {1, · · · ,mp} . ✭✹✳✷✸✮
✹✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❘▼❙❊✱ t❤❡ ❇✐❛s✱ t❤❡ ❙❚❉ ❛♥❞ t❤❡ ◆❘❊ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳
✹✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉s❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❋❙■❘ ❛r❡ ❥✉st✐✜❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
✶✷✹❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
t♦ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳
✹✳✺✳✶ ❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❙■❘ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✽✮ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✏❡①❛❝t ♠♦❞❡❧✑ r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭✹✳✶✶✮ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✭✹✳✶✵✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞
❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝
❡rr♦r ✭◆◗❊✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
◆◗❊(s, se) =
√√√√∑Kk=1 (sk − sek)2∑K
k=1 s
2
ek
✭✹✳✷✹✮
✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ se ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❋❙■❘ ✭✹✳✶✵✮
✇✐t❤ ✭✹✳✹❛✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹❜✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ ❋❙■❘ ✭✹✳✶✽✮✳ ❇❡❢♦r❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤✐s ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ◆◗❊1 = ◆◗❊(s1, se)✱ ✇❤❡r❡ s1 ✐s t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳
❋✐❣✳ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣
❛♥❣❧❡s ξ❛❧ ❛♥❞ ξ❛❝ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡s✮✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❏ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ◆◗❊(s1, se)
◆◗❊(s1, se) ≤ ◆◗❊♠❛①✶ =
√√√√∑Kk=1 [E♠❛①P✶ (k)]2∑K
k=1 s
2
ek
✭✹✳✷✺✮
✇✐t❤
E♠❛①P✶ (t) =
N∑
n=1
[
E♠❛①❋❙■❘1(t− δtn, n) ∗ P❉❋(t) ∗ P❚❘(t, n)
]
✭✹✳✷✻✮
❛♥❞
E♠❛①❋❙■❘1(t, n) =
Pu
π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t) exp
[
−4
γ
(
1− cos
2 (ξ)
1 + ǫ2(t)
)
+
b
2
+ a
]
×
[
exp
(
b
2
)
− I0
(
b
2
)]
|φt,n+1 − φt,n| ✭✹✳✷✼✮
✇❤❡r❡ E♠❛①❋❙■❘i ✭r❡s♣✳ EP✐(t)✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❋❙■❘ ✭r❡s♣✳ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✮ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ it❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ✐s ❜❡❧♦✇ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✹✳✺ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✶✷✺
♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ◆◗❊♠❛①✶ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r②
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✭❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✐s② ✇❛✈❡❢♦r♠ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❡rr♦r ♦❢ ❛❜♦✉t 5× 10−2✮ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
s❡♥s✐t✐✈❡ ❡rr♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✳ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❛t ◆◗❊✶ ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✈❡rs✉s t❤❡ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞
❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❊rr♦r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ 1 ✈❡rs✉s ✭t♦♣✮ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ❛❧✱ ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡
❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ❛❝✳
❆ s✐♠✐❧❛r st✉❞② ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ◆◗❊2 =
◆◗❊(s, s1)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤✐s ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✜① t❤❡ ♥✉♠❜❡rm ♦❢ t❡r♠s ✐♥ ✭✹✳✶✽✮✳ ❋✐❣✳
✹✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥❡ ✭❝r♦ss❡❞ ❧✐♥❡✮ t❤❛t ✐s ❞❡r✐✈❡❞
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❏✳ ❚❤❡s❡ ❡rr♦rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ m ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ✭t❤❡
❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
m ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ♦❢ ✭✹✳✶✺✮ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s✮ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❏ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
✶✷✻❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
◆◗❊(s, s1) ≤ ◆◗❊♠❛①✷ =
√√√√∑Kk=1 [E♠❛①P✷ (k)]2∑K
k=1 s
2
1
✭✹✳✷✽✮
✇✐t❤
E♠❛①P✷ (t) =
N∑
n=1
[
E♠❛①❋❙■❘2(t− δtn, n) ∗ P❉❋(t) ∗ P❚❘(t, n)
]
✭✹✳✷✾✮
❛♥❞
E♠❛①❋❙■❘2(t, n) =
Pu
π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t) exp
[
−4
γ
(
1− cos
2 (ξ)
1 + ǫ2(t)
)
+
b
2
]
I0
(
b
2
)
×
[
exp (a)− I0 (a)− 2
m∑
k=1
Ik(a)
]
|φt,n+1 − φt,n| . ✭✹✳✸✵✮
❋✐❣✳ ✹✳✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐ts ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❊rr♦r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ 2 ✈❡rs✉s t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t❤❡
s✉♠ m✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ◆◗❊✷ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡✮✱ ♠❛①✐♠✉♠ ◆◗❊✷ ✭❝r♦ss❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ξ = 0.01
◦ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✱
ξ = 0.5◦ ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ξ = 1◦ ✭✐♥ r❡❞✮
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ ♦✉r t✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
E♠❛①❋❙■❘(t, n) = E
♠❛①
❋❙■❘1
(t, n) + E♠❛①❋❙■❘2(t, n). ✭✹✳✸✶✮
✹✳✺ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✶✷✼
❯s✐♥❣ ✭✹✳✸✶✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ❡❝❤♦ EP(t) ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ❢♦r
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r ❛s ❢♦❧❧♦✇s
◆◗❊♠❛①(s, se) =
√√√√∑Kk=1E2P(k)∑K
k=1 s
2
ek
. ✭✹✳✸✷✮
❋✐❣✳ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❛t ◆◗❊ ✭r❡s♣✳ ◆◗❊♠❛①✮ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ◆◗❊✷ ✭r❡s♣✳ ◆◗❊
♠❛①
✷ ✮ ❢♦r
s♠❛❧❧ m ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❤✐❣❤ m✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❤✐❣❤ m✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳
◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ◆◗❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦✐s② ❡❝❤♦
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❖✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ✈❡rs✉s t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s✉♠ m✳
▼❡❛s✉r❡❞ ◆◗❊ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡✮✱ ♠❛①✐♠✉♠ ◆◗❊ ✭❝r♦ss❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ξ = 0.01◦ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✱ ξ = 0.5◦ ✭✐♥
❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ξ = 1◦ ✭✐♥ r❡❞✮
❛♥❞ ❛♥ ❡❝❤♦ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡ ✐s ❛❜♦✉t 5× 10−2 ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ◆◗❊ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r❡s❡♥❝❡✮ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦✇❡r ❡rr♦r✳ ■♥ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❝❛s❡ ξ = 1◦✱
m = 6 ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡rr♦r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢m ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✶✷✽❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✹✳✺✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❋❙■❘ ✈❡rs✉s ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s
❚❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ξ ❛♥❞ φ˜ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✹✳✷✵✮✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦
❛♥❛❧②③❡ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❝❤♦✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ s✉♠s t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② t♦ ❣✐✈❡ ❛
t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ❋❙■❘(t, f)✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡ r❛❞✐✉s ρ(t) =
√
hct✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r
❛♥② ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ξ
❛♥❞ φ˜✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪
G(ξ, φ˜) ≃ G0 exp
{
−2
γ
sin2
[
ω(ξ, φ˜)
]}
,✇✐t❤ cos
[
ω(ξ, φ˜)
]
=
cos(ξ) + ρ(t)h sin(ξ) cos
(
φ˜− φ
)
√
1 + ρ
2(t)
h2
. ✭✹✳✸✸✮
❋✐❣✳ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ♦❝❝✉rs ❛t x = y = 0 ❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡
r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ✭❋✐❣✳ ✹✳✼ t♦♣✲❧❡❢t✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣
✭❋✐❣✳ ✹✳✼ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ♠♦✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y ❛①✐s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❋✐❣✳
✹✳✼ ❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦✈❡s ✐t ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❛①✐s ✭❛s ❡①♣❡❝t❡❞✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❋✐❣✳ ✹✳✽ s❤♦✇s t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❉❉▼ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ξ❛❧ = 0.5◦✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛♥ ❡♥❡r❣② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r
❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦♥❡s ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y ❛①✐s✮✳ ❚❤✐s
❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾ ✭t♦♣✮ ✇❤✐❧❡
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾ ✭❜♦tt♦♠✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❉❉▼ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡
ξ❛❝ = 0.5
◦✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛♥ ❡♥❡r❣② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇ t✐♠❡ ❣❛t❡s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❣❛t❡s ✭❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ x ❛①✐s✮✳ ❚❤✐s ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✭t♦♣✮ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✭❜♦tt♦♠✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s✸✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
✸❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙❆▼❖❙❆ ♣r♦❥❡❝t ❬●♦♠♠❡♥❣✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❪✳
✹✳✺ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✶✷✾
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡
ξ❛❝ ✇❤❡r❡❛s ξ❛❧ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛✐♥❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞✉❡ t♦ ξ❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Pu✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❆♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❆♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥✱ ❉❉▼✱ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣
✭ξ❛❝ = 0◦ ❛♥❞ ξ❛❧ = 0.5◦✮✳
✶✸✵❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ ✭t♦♣✮ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦❡s ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ Pu = 1✱ τ = 44 ❣❛t❡s✱ ❙❲❍ = 3 ♠❡t❡rs ❛♥❞ ξ❛❝ = 0◦✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❆♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥✱ ❉❉▼✱ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣
✭ξ❛❝ = 0.5◦ ❛♥❞ ξ❛❧ = 0◦✮✳
✹✳✺ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✶✸✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ ✭t♦♣✮ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦❡s ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ Pu = 1✱ τ = 44 ❣❛t❡s✱ ❙❲❍ = 3 ♠❡t❡rs ❛♥❞ ξ❛❧ = 0◦✮✳
✹✳✺✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s
●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ❛s
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s② ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ y(t) ❣✐✈❡♥ ❜②
y(t) =
N∑
n=1
P (t− δtn, fn) q(t− δtn, n) ✭✹✳✸✹✮
✇❤❡r❡ q(t, n) ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✐✳✐✳❞✳ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣❛♠♠❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ Γ(L, 1/L) ✭L = 4 ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮ ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ✐♥✈✐t❡❞
t♦ ❝♦♥s✉❧t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳
❊st✐♠❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✜✈❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ5 = (❙❲❍, Pu, τ, ξ❛❝, ξ❛❧)T . ❚❤❡
✜rst ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡s❡ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❉❉❆5✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ξ❛❧ ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞
✶✸✷❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦♥ ✐ts s❤❛♣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ξ❛❧ ❛♥❞ Pu ✇❤✐❝❤
♠❛② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❉❉❆4✱
❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ4 = (❙❲❍, Pu, τ, ξ)T ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t φ˜ = 0◦ ✭✐✳❡✳✱ ξ = ξ❛❝✮✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s str❛t❡❣② ♠✐❣❤t ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ❛❧ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❑✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❉❆5 ❛♥❞ ❉❉❆4✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t❤r❡❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡rs
θ3 = (❙❲❍, Pu, τ)T ♦♥❧② ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❉❉❆3✮✳ ■t ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✽✮
❛ss✉♠✐♥❣ ξ = φ˜ = 0◦✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ 3 ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❦♥♦✇♥
✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ❛❝ ❛♥❞ ξ❛❧ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② φ˜ ❛♥❞ ξ✮ ✐♥ ✭✹✳✶✾✮✳ ❚❤❡s❡ ❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (ξ❛❝, ξ❛❧) ❛r❡ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❬❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❙❝❤❛rr♦♦✱ ✷✵✶✶❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❉❆3 ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ●✲❉❉❆3✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5 ✐s
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❆4 ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳
❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✇❛✈❡❢♦r♠s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs (Pu, τ, ξ❛❝, ξ❛❧)T = (1, 31 ❣❛t❡s✱0◦, 0◦)T ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ❙❲❍
❛♥❞ (❙❲❍, Pu, τ, ξ❛❧)T = (2 ♠, 1, 31 ❣❛t❡s✱0◦)T ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ξ❛❝✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛✈❡r❛❣❡❞ ✉s✐♥❣ N▼❈ = 500 ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳
❋✐❣✳ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ❙❲❍ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✶✱ ✽❪ ♠✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡
s❤♦✇s s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5 ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❲❍ ❛♥❞ τ ✭●✲
❉❉❆3 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❉❉❆3 s✐♥❝❡ ξ❛❝ = ξ❛❧ = 0◦✮✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❉❆5
❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r Pu ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ξ❛❧✳ ❚❤✐s
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❉❉❆4 ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠✐❧❛r ❘▼❙❊s ❛s ❉❉❆3✳ ◆♦t❡
❛❧s♦ t❤❛t ❉❉❆4 ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❉❉❆5 ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ξ❛❝ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❉❉❆4 ❡st✐♠❛t❡s
❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✹❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❉❉▼ ♠❛tr✐① ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ξ❛❧ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ Pu ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽✳ ❚❤✐s str❛t❡❣②
♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❜✉t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣✉rs✉❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
✹✳✺ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✶✸✸
P❛rt✐❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✿ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❉❉❆4 s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❉❉❆3 ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ 3 ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❧❡ ✐t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❉❉❆5 ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ξ❛❝✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❛s ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ξ❛❝ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
❬✵✱ ✵✳✼❪ ❞❡❣r❡❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ●✲❉❉❆3 ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✮✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5 ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ❙❲❍ ❛♥❞ τ ✳ ❚❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ q✉✐t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ❛❝✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu ✐s ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ●✲❉❉❆3 ❛♥❞
❉❉❆4 t❤❛♥ ✇✐t❤ ❉❉❆5 ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❘▼❙❊(ξ❛❝) ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ξ❛❝ s✐♥❝❡ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✮ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t ❉❉❆3 ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❛t ✐t s❤♦✇s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r
ξ❛❝ < 0.2
◦✳ ❇❡②♦♥❞ t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✐♥❝r❡❛s❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✐❛s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❑ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❇✐❛s❡s ❛♥❞ ❙❚❉s✺✳
P❛rt✐❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✿ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❉❆4 ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐ts
s✉♣❡r✐♦r✐t② s✐♥❝❡ ✐t s❤♦✇s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ●✲❉❉❆3 ✇❤✐❧❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✳
✺❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❑ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❉❉❆3 ♣❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s r❡♠❛✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ❛❝ = 0.4
◦
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❡❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❛❜❧❡s ✭❛s ❢♦r ▼▲❊4 ❬❚❤✐❜❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡
❉❉❆3 ❢♦r ♠♦r❡ ♠✐s♣♦✐♥t❡❞ ❞❛t❛✳
✶✸✹❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❝❤♦❡s ✇✐t❤♦✉t ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞
✇✐t❤ ❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❧ = ξ❛❝ = 0◦✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✈❡rs✉s ξ❛❝ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱
❙❲❍ = 2 ♠✱ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❧ = 0◦✳
✹✳✺ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✶✸✺
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❆4 ❛♥❞ ❉❉❆4
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❉❉❆4 t❤❛t ❤❛s s❤♦✇♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❈❆4✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘▼❙❊s ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ❙❲❍
❛♥❞ ξ ✭✇✐t❤ φ˜ = 0◦ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ξ = ξ❛❝✮ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ ❈❆4 ❛♥❞ ❉❉❆4 ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ❙❲❍ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ [1, 8]♠✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛♥ ❘▼❙❊ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆4 ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❙❲❍✱ τ ✱ ξ❛❝✳ ■t ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Pu ✇✐t❤ ❉❉❆4 ✐♠♣r♦✈❡s ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙❲❍✳
◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❈❆3 ❛♥❞ ❉❉❆3 ❢♦r
t❤❡ t❤r❡❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❲❍✱ τ ❛♥❞ Pu ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✮✳
❋✐❣✳ ✹✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊s ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ξ❛❝ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0◦, 0.7◦]✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❙❲❍
✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ξ❛❝ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆4 s✐♥❝❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❘▼❙❊ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ✐t s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❈❆4✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ Pu ❛♥❞
ξ❛❝ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❈❆4 ❛♥❞ ❉❉❆4✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡♣♦❝❤ ❡rr♦r ✐s ❧♦✇❡r ❢♦r ❉❉❆4 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❘▼❙❊ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ τ ❛♥❞ ξ❛❝ ❢♦r ❜♦t❤ ❈❆4 ❛♥❞ ❉❉❆4✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❉❆4 ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐ts s✉♣❡r✐♦r✐t② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❆4✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❈❆4 ❛♥❞ ❉❉❆4✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ τ = 31 ❣❛t❡s✱
ξ❛❧ = ξ❛❝ = 0
◦✳
✶✸✻❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ✈❡rs✉s ξ❛❝ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❈❆4 ❛♥❞ ❉❉❆4✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ ❙❲❍ = 2 ♠✱ τ = 31
❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❧ = 0◦✳
✹✳✻ ❈❘❨❖❙❆❚✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♦❝❡❛♥✐❝ ❈r②♦s❛t✲2
✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❛t❛ ❧❛sts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 400 s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ▼❛② ✷✵✶✷✳
❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈r②♦s❛t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈◆❊❙ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦✐♥❣
t❤❡ ❧❡✈❡❧ 1 ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬❇♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳
❲❛✈❡❢♦r♠ ✜tt✐♥❣
❋✐❣✳ ✹✳✶✻ s❤♦✇s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦ ❜② t❤❡ ❉❉❆4✳ ❆s ❢♦r ❉❉❆3 ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✮✱ t❤✐s ✜❣✉r❡
s❤♦✇s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ✜t
❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ◆❘❊ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ◆❘❊s
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ 4 ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r 100 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ◆❘❊s ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧❧②
❣♦♦❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵ %✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❉❆4
❛♥❞ ❉❉❆5 t❤❛t ✜t ♣❡r❢❡❝t❧② t❤❡ ❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤❡ ●✲❉❉❆3 s❤♦✇s ❜❡tt❡r ✜t t❤❛♥ ❉❉❆3 ❜✉t st✐❧❧
✹✳✻ ✲ ❈❘❨❖❙❆❚✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s ✶✸✼
❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜tt✐♥❣✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❆◆❘❊s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❉❉❆ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼4✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❛t ❉❉❆
str❛t❡❣✐❡s ♣r❡s❡♥t ❧♦✇❡r ◆❘❊s t❤❛♥ ❈❆✲❙❆❘▼4✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❉❉❆5 ❆◆❘❊
✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ❜✉t t❤❛t ❉❉❆4 st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧❡❛❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✜t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5 ♠❛② s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ 5 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉❉❆4 ♠♦❞❡❧ ✭◆❘❊ ❂ ✵✳✵✻✺✮✳ ✭t♦♣✮ r❡❛❧
❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 ❡❝❤♦
❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4✱ ❉❉❆5
❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼✹✳
❉❉❆3 ●✲❉❉❆3 ❉❉❆4 ❉❉❆5 ❈❆✲❙❆❘▼4
❆◆❘❊ ✭×10−2✮ 8.08 7.78 7.35 7.32 10.76
✶✸✽❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ◆❘❊ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r 100 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱
❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳
❊st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❋✐❣s✳ ✹✳✶✽ ❛♥❞ ✹✳✶✾ s❤♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❲❍ ❛♥❞ τ ❢♦r 100 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆ ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼ ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 10 ❝♠ ❜❡t✇❡❡♥
❉❉❆5 ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❉❉❆ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❙❲❍✳ ■t ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❈❆✲❙❆❘▼4
❛♥❞ ❉❉❆ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✾ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✹ ❉❉❆ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❈❆✲
❙❆❘▼4 ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ✳ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ❛❝ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❉❉❆4✱ ❉❉❆5 ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼4 ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s
s✐♠✐❧❛r ❤✐st♦❣r❛♠ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ str❛t❡❣✐❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❧❡ss t❤❛♥ 0.02◦✮ ❛♣♣❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ str❛t❡✲
❣✐❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ 4 ❉❉❆
❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼4✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❈❆✲
❙❆❘▼4 ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉❉❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❙❲❍ ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧②
✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❉❉❆3 ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦♥❡ ❢♦r ❉❉❆5✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈❆✲❙❆❘▼4 s✐♥❝❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✲
✐♥❣ ♠♦r❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❙❚❉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✹✳✻ ✲ ❈❘❨❖❙❆❚✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s ✶✸✾
✇✐t❤ ❉❉❆4 ✇❤✐❧❡ ❉❉❆5 s❤♦✇s ❤✐❣❤ ❙❚❉s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❲❍ ❛♥❞ Pu✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡
❢♦r t❤❡ ❙❚❉s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ τ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ tr❛❝❦❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ τ
✈❛❧✉❡s ✭t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❛t❛✮✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡
❉❉❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ②✐❡❧❞ s♠❛❧❧❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡s t❤❛♥ ❈❆✲❙❆❘▼4✳
❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈r②♦s❛t✲2 r❡s✉❧ts
❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ❉❉❆ str❛t❡❣✐❡s ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❈❆✲❙❆❘▼4 ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts
t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ❈❆✲
❙❆❘▼4 ❛♥❞ ❉❉❆ str❛t❡❣✐❡s ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❝❤♦ ✜tt✐♥❣
❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❉❉❆4✳ ❚❤❡ ❉❉❆5 ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ●✲❉❉❆3 ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ r❡❛❝❤ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣
t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❉❉❆3 ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢❛st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❙❲❍ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r 100 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱
❉❉❆4✱ ❉❉❆5 ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼4✳
✶✹✵❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ τ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r 100 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4✱
❉❉❆5 ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼4✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ξ❛❝ ✭✐♥ ❞❡❣r❡❡✮ ✉s✐♥❣ ❉❉❆4✱
❉❉❆5 ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼4 ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
✹✳✻ ✲ ❈❘❨❖❙❆❚✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s ✶✹✶
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ▼❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4✱ ❉❉❆5 ❛♥❞ ❈❆✲❙❆❘▼4
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
τ ❙❲❍ Pu ξ❛❝ ξ❛❧ ξ
✭♠✮ ✭♠✮ ✭❞❡❣✮ ✭❞❡❣✮ ✭❞❡❣✮
▼❡❛♥s
❉❉❆3 16.274 2.289 90.213 ✲ ✲ ✲
●✲❉❉❆3 16.270 2.247 92.803 0.083 0.0572 0.109
❉❉❆4 16.262 2.234 96.993 0.146 ✲ 0.146
❉❉❆5 16.266 2.144 102.192 0.151 0.099 0.181
❈❆✲❙❆❘▼✹ 16.249 2.015 102.89 ✲ ✲ 0.134
❙❚❉s
❉❉❆3 0.0843 0.355 1.933 ✲ ✲ ✲
●✲❉❉❆3 0.0845 0.354 1.987 1.01× 10−4 7× 10−4 4× 10−4
✭20 ❍③✮ ❉❉❆4 0.0827 0.351 1.871 0.031 ✲ 0.031
❉❉❆5 0.0828 0.416 13.446 0.0413 0.0922 0.0866
❈❆✲❙❆❘▼✹ 0.127 0.676 8.346 ✲ ✲ 0.0461
✶✹✷❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✱ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛ ♣❛tt❡r♥✱ ♥♦ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❡❡❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛
✉♥✐❢♦r♠ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛
❢♦r t❤❡ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡❝❤♦✬s s❤❛♣❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ②✐❡❧❞
♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢
❡st✐♠❛t✐♥❣ ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥
str❛t❡❣② ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❡❝❤♦ ✜tt✐♥❣✳ ❆ r❡❧❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇❛s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♦♥❧②
t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ r❡❛❝❤ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❛s✐❧② t♦ ❛❧t✐♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❈r②♦s❛t✲2✳ ❆
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇❡❞ s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❢♦r
t❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ■
t♦ 4 ❛♥❞ 5 ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ 5 ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠❛♣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡
♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦❡s✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❡❡❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐ss✉❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❚❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣
❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❝❪✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❥✉st✐✜❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧
❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ Pr♦❝❡ss✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❈r②♦s❛t✲2 ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇ t❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳
✹✳✽ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮ ✶✹✸
✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡r ♣❧❛t❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡✱ ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t
✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
ét❛❜❧✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❡t ❧❡✉rs ❡rr❡✉rs q✉❛♥t✐✜é❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✐♥s✐
♦❜t❡♥✉ ❛ été ❛♥❛❧②sé ❡t ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❛ été ét✉❞✐é s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛③✐♠✉t❛❧❡ ❡t tr❛♥s✈❡rs❡✳
■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛✛❡❝t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬é❝❤♦ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❛③✐♠✉t❛❧ ♥✬❛✛❡❝t❡ q✉❡ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡✉t ❝❛✉s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❧♦rs ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✐♥q ♣❛r❛♠ètr❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤♦ ♠✉❧t✐✲✈✉❡s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à
❡st✐♠❡r q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ✈❛❧✐❞é❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♦✛r❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é❝❤♦ ♦❜s❡r✈é ❡t s♦♥ ❡st✐♠é✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❡st✐♠és ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♣r♦♣♦sé ❡t ❡st✐♠❡ ❡♥s✉✐t❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛❧t✐♠ètr❡ ❙■❘❆▲ ❞❡ ❈r②♦s❛t✲2 ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡♥s❡✉r st❡❧❧❛✐r❡✳ ❆ ♥♦t❡r ❡♥✜♥ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡
❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♠♦♥tré ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱
ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ■✱ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ 4 ♦✉ ❞❡ 5 ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ✉♥❡ ♣✐st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡t ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ à 5 ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡
❞✐st❛♥❝❡ ❉♦♣♣❧❡r ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s é❝❤♦s ♠✉❧t✐✲✈✉❡s✳ ❚❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡
❡t ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s ❢✉t✉r❡s✳
✶✹✹❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❝❪✳
▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛♥❛❧②sé ❡t s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❥✉st✐✜é❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❜❛sés s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ré❛❧✐sé❡
❡♥ tr❛✐t❛♥t ❞❡s é❝❤♦s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧s✳
❈❤❛♣t❡r ✺
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❙❛t❡❧❧✐t❡ ❛❧t✐♠❡tr② ❛✐♠s ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❝❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✐ts s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ❤❛s s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦❡s ❜② ❧❛♥❞ r❡t✉r♥ ✐♥ ❝♦❛st❛❧ ❛r❡❛s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❜② s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ❛ ❜❡tt❡r ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣
❛ ✏❇r♦✇♥ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦✑ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡s❡ ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬●ó♠❡③✲❊♥r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❚♦✉r♥❡r❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ t✇♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛
◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇❡❞ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t ❛ ♣r✐❝❡
♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡tr❛❝❦ ❡✣❝✐❡♥t❧② st❛♥❞❛r❞ ♦❝❡❛♥✐❝ ❇r♦✇♥ ❡❝❤♦❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦❛st❛❧ ❡❝❤♦❡s ❝♦rr✉♣t❡❞
❜② s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦s✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s s❤♦✇❡❞ t❤❡
❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❧♦ss
♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦✳ ❚❤✐s ❧♦ss ♦❢
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s②♠♠❡tr✐❝
♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦✳
✶✹✺
✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②✳ ❚❤✐s ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛✛❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❝❤♦❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡♥ r❡q✉✐r❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❛s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡s❡ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛
♣❛tt❡r♥✱ ♥♦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✱ ♥♦ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❡❡❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✇❛s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r❡rs ❛♥❞ t❤❡
♣♦✐♥t t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞❛r ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛❞ s❤♦✇♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡
❝❡♥tr❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r
❛❧t✐♠❡tr✐❝ ❡❝❤♦❡s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ❙❆▼❖❙❆ t❤❛t ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s ✇❡r❡
❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❛❧t✐♠❡tr② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❞✐❞ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② ❛♥t❡♥♥❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ r❡❞✉❝❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡❞ ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥t❡♥♥❛
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✱ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛ ♣❛tt❡r♥✱ ♥♦ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❡❡❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣✉❧s❡
r❡s♣♦♥s❡ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ st✉❞✐❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡❝❤♦✬s s❤❛♣❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝ts
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t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❞✐✣❝✉❧t② ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✜✈❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ ❡❝❤♦ ✜tt✐♥❣✳ ❆♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♦♥❧② t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡❛❝❤ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧t✐♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❈r②♦s❛t✲2✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s s❤♦✇❡❞ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❋✉t✉r❡ ✇♦r❦
❆ ❧♦t ♦❢ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ ✜rst t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ P❤❉✱ ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡r ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛s ❛ ❢♦✉rt❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
♣❡❛❦s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇r♦✇♥ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦
♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r r❡tr❛❝❦✐♥❣ ❡❝❤♦❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② σ✲❜❧♦♦♠s ♦r r❛✐♥ ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❛❝❦❧❡
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦❛st❛❧ ❛❧t✐♠❡tr② ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛♥ ❋❙■❘ ♠♦❞❡❧ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❧❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❛st❛❧ ❝❛s❡✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②✱ t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❙❆▼❖❙❆✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇❛s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❙❆▼❖❙❆ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ②❡t ♣✉❜❧✐s❤❡❞✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t
❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t②✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
s♣❡❡❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t ❡❧❛❜♦r❛t✐♥❣
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❉❉▼ ♠❛tr✐① ✐♥st❡❛❞ ♦❢
✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦
t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ 5 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ■ t♦ t❤❡ 4 ❛♥❞ 5 ♣❛r❛♠❡t❡r
❝❛s❡s✳
❚❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞❡rs ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr②✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❝❤♦❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛❞❥❛❝❡♥t ❡❝❤♦❡s ♠❛② s❤❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r
t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s✳
❈❤❛♣t❡r ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
▲✬❛❧t✐♠étr✐❡ s❛t❡❧❧✐t❛✐r❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❝é❛♥ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❞✉❡s à ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤♦s ♣❛r ❞❡s r❡t♦✉rs ❞❡ ❧❛ t❡rr❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❝ôt✐èr❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛
❣r❛♥❞❡ t❛❝❤❡ ❛✉ s♦❧ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s
❞✬♦♥❞❡ ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❝❤❛t♦✐❡♠❡♥t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❡♥
♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❡t ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ s✬❡st ✐♥tér❡ssé❡ à ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝ôt✐èr❡ ❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣❡❧é ❇r♦✇♥ ❛✈❡❝ ♣✐❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❣é♥ér❛❧✐s❡
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❬●ó♠❡③✲❊♥r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❚♦✉r♥❡r❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❝❛r ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❞✬❛s②♠étr✐❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♦♥t été ❡st✐♠és ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡❧❞❡r✲ ▼❡❛❞ ❛ ♠♦♥tré ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✲
✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♦♥t
♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤♦s ♦❝é❛♥✐q✉❡s
❞❡ ❇r♦✇♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s é❝❤♦s ❝ôt✐❡rs ❝♦rr♦♠♣✉s ♣❛r ❞❡s ♣✐❝s ❣❛✉ss✐❡♥s s②♠étr✐q✉❡s ♦✉ ❛s②♠étr✐q✉❡s✳
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❛ ❝♦♥✜r♠é ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡❧❞❡r✲
▼❡❛❞✳ ❈❡s ❜♦r♥❡s ♦♥t ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ❞étér✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❛ss♦❝✐és ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣✐❝✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
✶✹✾
✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥❞✉✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❇r♦✇♥✱ q✉✐ s✬❡st ❛✈éré❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ✈✐s❡ ❧❛ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s é❝❤♦s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t✱ ❞❡
❝❡ ❢❛✐t✱ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣r❡ à ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✸ ét❛✐t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❡s é❝❤♦s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡
❞✬✉♥❡ ♠❡r ♣❧❛t❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❝✐r❝✉✲
❧❛✐r❡ s❛♥s ❞é♣♦✐♥t❛❣❡✱ ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬é❝❤♦ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
❝♦♥✈♦❧✉❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ r❛❞❛r✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① s②♥t❤ét✐q✉❡s ❛
♠♦♥tré ❧✬✐♥térêt ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❉♦♣♣❧❡r
❝❡♥tr❛❧❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s ❡st
❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s
rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❆▼❖❙❆ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦
♦♥t ❛✉ss✐ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡s
❜♦r♥❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥✲
❞r❡s ❝❛rrés ♣♦♥❞érés✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉rs ❝♦rré❧❛t✐♦♥s✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t
❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ q✉✐
♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❝♦♥s✐❞èr❡
✶✺✶
✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡✱ ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡t
✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
ét❛❜❧✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❡t ❧❡✉rs ❡rr❡✉rs q✉❛♥t✐✜é❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✐♥s✐
♦❜t❡♥✉ ❛ été ❛♥❛❧②sé ❡t ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❛ été ét✉❞✐é s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛③✐♠✉t❛❧❡ ❡t tr❛♥s✈❡rs❡✳
■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛✛❡❝t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬é❝❤♦ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❛③✐♠✉t❛❧ ♥✬❛✛❡❝t❡ q✉❡ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡✉t ❝❛✉s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❧♦rs ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✐♥q ♣❛r❛♠ètr❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤♦ ♠✉❧t✐✲✈✉❡s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à
❡st✐♠❡r q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ✈❛❧✐❞é❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♦✛r❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é❝❤♦ ♦❜s❡r✈é ❡t s♦♥ ❡st✐♠é✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❡st✐♠és ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♣r♦♣♦sé ❡t ❡st✐♠❡ ❡♥s✉✐t❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛❧t✐♠ètr❡ ❙■❘❆▲ ❞❡ ❈r②♦s❛t✲2 ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡♥s❡✉r st❡❧❧❛✐r❡✳ ❆ ♥♦t❡r ❡♥✜♥ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡
❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♠♦♥tré ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
P❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s ♣♦✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✐st❡ s❡r❛✐t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝ôt✐❡r à q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✜♥ ❞❡
t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❛s à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐❝s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♣✐❝✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❇r♦✇♥ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé ❡♥ ❧✉✐ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♣✐❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝ôt✐èr❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞✬é❧❛❜♦r❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋❙■❘ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡rr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❧✐tt♦r❛❧✳ ❈❡ ♣♦✐♥t
♦✛r✐r❛✐t ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣✐❝✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
♣r♦♣♦sé ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙❆▼❖❙❆✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ♥✬❛ ♣❛s été ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ♦✉✈r❛❣❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❆▼❖❙❆ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣✉❜❧✐é✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ rétr♦❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
✉♥❡ ♣✐st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t ❡♥ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧✬é❝❤♦ ♠✉❧t✐✲
✈✉❡s✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢❡r❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❧✉s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ q✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❜✐❡♥ ❛♥❛❧②s❡r ❛✜♥ ❞❡
❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ rés✉❧t❛♥t✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
❡♥✈✐s❛❣❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✐st❛♥❝❡✴❉♦♣♣❧❡r à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s é❝❤♦s ♠✉❧t✐✲
✈✉❡s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ✺ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ■ ❛✉ ❝❛s ❞❡ 4 ❡t 5 ♣❛r❛♠ètr❡s✳
▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❛❧t✐♠étr✐❡ ❝♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❙❆❘✴❉♦♣♣❧❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡ s✬❡st ✐♥tér❡ssé❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s é❝❤♦s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡s é❝❤♦s ❛❞❥❛❝❡♥ts
♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t✐♠étr✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
✐❧ ❡st ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❝❡tt❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t✴♦✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❆♣♣❡♥❞✐❝❡s
✶✺✸

❆♣♣❡♥❞✐① ❆
❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❇r♦✇♥ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦s
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✭✷✳✶✷✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋■▼ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥ s✐❣♥❛❧ sk ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦ pk✳
❇r♦✇♥ s✐❣♥❛❧
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
∂sk
∂Nt
= 1, ∂sk∂Pu = Mk,τ,❙❲❍
∂sk
∂τs
= − Pu√
2πσc
exp
(
Ck,τ,❙❲❍ −B2k,τ,❙❲❍
)
+ αPuMk,τ,❙❲❍
∂sk
∂❙❲❍ =
❙❲❍
4σcc2
[
Puσcα
2Mk,τ,❙❲❍ +
Pu√
π
exp
(
Ck,τ,❙❲❍ −B2k,τ,❙❲❍
)
Gk,τ,❙❲❍,α
]
✭❆✳✶✮
✇✐t❤
Bk,τ,❙❲❍ =
kTs−τs−ασ2c√
2σc
Ck,τ,❙❲❍ = −α
(
kTs − τs − ασ
2
c
2
)
Mk,τ,❙❲❍ =
1
2 exp (Ck,τ,❙❲❍) [1 + ❡r❢(Bk,τ,❙❲❍)]
Gk,τ,❙❲❍,α = −
√
2α− Bk,τ,❙❲❍σc
✭❆✳✷✮
✶✺✺
✶✺✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✲ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❇r♦✇♥ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦s
❆s②♠♠❡tr✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
∂pk
∂Nt
= 0, ∂pk∂A =
pk
A
∂pk
∂T = pk
kTs−T
σ2
−
√
2
πAη exp
(
Dk,σ,T − E2k,η,T
)
∂pk
∂σ = − 2σpkDk,σ,T
∂pk
∂η =
√
2A(kTs−T )√
π
exp
(
Dk,σ,T − E2k,η,T
)
✭❆✳✸✮
✇✐t❤
Dk,σ,T =
−1
2σ2
(kTs − T )2 , Ek,η,T = η (kTs−T )√2 ✭❆✳✹✮
❆♣♣❡♥❞✐① ❇
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ◆❘ ❛♥❞ ▲▼
❛❧❣♦r✐t❤♠s
❚❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❛t ✐t ✐s ❛
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ❛ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❞❞s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r t♦ t❤✐s ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱
✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡✳ ❋✐❣✳ ❇✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❘▼❙❊s ❛♥❞ ❘❊s ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✶✮ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❇r♦✇♥ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦
◆❘ ❛♥❞ ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲▼✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ▲▼✲❆❉ ❢♦r ▲▼ ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s
∂s(θ)
∂θi
≃ s (θi +∆θi)− s (θi)
∆θi
✭❇✳✶✮
❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ▲▼✲◆❉ ❢♦r ▲▼ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ r♦❜✉st✲
♥❡ss ♦❢ t❤❡ ▲▼ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▲▼ ❛♥❞ ◆❘
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
✶✺✼
✶✺✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✲ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ◆❘ ❛♥❞ ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❘❊s ❛♥❞ ❘▼❙❊s ❢♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭◆❘✲❆❉✮✱
▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭▲▼✲❆❉✮ ❛♥❞ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭▲▼✲◆❉✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❈
P❡❛❦✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❝❧❛ss 13 ✇❛✈❡✲
❢♦r♠s ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ A ❢r♦♠ 10 t♦ 200 ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ Pu = 130 ❝♦♥st❛♥t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s τ = 31Ts, ❙❲❍ =
5, T = 75Ts, σ = 3Ts, γ = 0✳ ❋✐❣✳ ❈✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs τ, Pu
❛♥❞ ❙❲❍✱ ✉s✐♥❣ ◆▼ ♦r ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s❀ ❇r♦✇♥ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✱
❇●P ✭✐♥ r❡❞✮ ❛♥❞ ❇❆●P ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❘▼❙❊s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛♥②
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ A r❡♠❛✐♥s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 30% ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡
❇r♦✇♥ ♣❛rt ✭Pu✮✳ ❆❜♦✈❡ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❧♦✇❡r ❘▼❙❊s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❇●P ♦r ❇❆●P✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ r❡♣r❡s❡♥ts ♠♦r❡ t❤❛♥ 30% ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♣❡❛❦✱ ✐t ✐s ♦❢
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳
✶✺✾
✶✻✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✲ P❡❛❦✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮
❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✿ ❘▼❙❊s ❢♦r s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❝❧❛ss ✶✸ ✇✐t❤ ◆▼ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ◆❘ ✭r✐❣❤t✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥
✭❜❧✉❡✮✱ ❇●P ✭r❡❞✮ ♦r ❇❆●P ✭❣r❡❡♥✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ t♦♣✱ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
τ, Pu ❛♥❞ ❙❲❍ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✶✻✶
❚❤❡ ❈❘❇s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ✭❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧✱ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P✮ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ ♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ❢r♦♠ 10 t♦ 200✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❈✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❡ s❧✐❣❤t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ A ♦♥ t❤❡ ❈❘❇s ♦❢ τ, Pu ❛♥❞ ❙❲❍✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ❈✳✷✿ ❘❈❘❇s ❢♦r t❤❡ ❇r♦✇♥✱ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s ✈❡rs✉s A ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs θ❇r♦✇♥ =
(Pu, τ, ❙❲❍)
T = (130, 31Ts, 5)
T ✱ θ❇●P = (Pu, τ, ❙❲❍, T, σ)
T = (130, 31Ts, 5, 75Ts, 3Ts)
T ❛♥❞
θ❇❆●P = (Pu, τ, ❙❲❍, T, σ, γ)
T = (130, 31Ts, 5, 75Ts, 3Ts, 0)
T ✳
✶✻✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✲ P❡❛❦✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❆♣♣❡♥❞✐① ❉
❘❡s✉❧ts ❢♦r r❡❛❧ ❏❛s♦♥✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s
❖t❤❡r ❞❛t❛s❡ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ❉✳✶✱ ❉✳✷✱ ❉✳✸ ❛♥❞ ❉✳✹✳
❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✿ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ ❇●P ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❇❆●P
✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛ss ✸✸ ♦❢ ❝②❝❧❡ ✽ ❛r♦✉♥❞ ❆❡❣❡❛♥ ❙❡❛✳
❚❤❡ ❇●P ❛♥❞ ❇❆●P ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣♦✇❡r ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✇❛✈❡❢♦r♠s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❇r♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❉✳✺✳
✶✻✸
✶✻✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ✲ ❘❡s✉❧ts ❢♦r r❡❛❧ ❏❛s♦♥✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s
❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✿ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ ❇●P ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❇❆●P
✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛ss ✻✶ ♦❢ ❝②❝❧❡ ✽ ❛r♦✉♥❞ ❇r❡st ✭❋r❛♥❝❡✮✳
❋✐❣✉r❡ ❉✳✸✿ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ ❇●P ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❇❆●P
✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛ss ✶✸✼ ♦❢ ❝②❝❧❡ ✽ ❛r♦✉♥❞ ❇❡❧❧❡✲Î❧❡✲❡♥✲
▼❡r ■s❧❛♥❞ ✭❋r❛♥❝❡✮✳
✶✻✺
❋✐❣✉r❡ ❉✳✹✿ ❏❛s♦♥✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❇r♦✇♥ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮✱ ❇●P ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❇❆●P
✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛ss ✶✽✼ ♦❢ ❝②❝❧❡ ✽ ❛r♦✉♥❞ ■❜✐③❛ ■s❧❛♥❞✳
✶✻✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ✲ ❘❡s✉❧ts ❢♦r r❡❛❧ ❏❛s♦♥✲2 ✇❛✈❡❢♦r♠s
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ❉✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❛❧ ❏❆❙❖◆✲✷ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❊
❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠
❢♦r♠✉❧❛
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✱
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❜❡❛♠ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❜❛♥❞✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✽✮✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛
♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ yn(t)✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✾✮ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ yn(t) t♦ ❜❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭yn ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❛❝r♦ss✲
tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❋✐❣✳ ❊✳✶ s❤♦✇s 32 ❜❡❛♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✸✳✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✾✮ ✇❤❡r❡ ✭✸✳✽✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❜❡❛♠s ❛♥❞ ✭✸✳✾✮ t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜❡❛♠s✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ρ(t) << h✳ ❋✐❣✳ ❊✳✷ s❤♦✇s ③♦♦♠s ♦❢ ❜❡❛♠s
#33 ✭❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠✮ ❛♥❞ #64 ✭t❤❡ ❢✉rt❤❡st ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ♥❛❞✐r✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 2 ❝♠✳ ❚❤✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ❛t ❛
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ≈ 10 ❦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣✲❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❋✐❣✳ ❊✳✷
✭r✐❣❤t✮ ✜♥❛❧❧② s❤♦✇s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜❡❛♠s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❡①tr❡♠❡ ❜❡❛♠
#64✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s ✭❛❜♦✉t 1 ♠✮ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦
❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10 ❦♠✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ✇❛s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬❘❛♥❡②✱ ✶✾✾✽❪✳
✶✻✼
✶✻✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊ ✲ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ❢♦r♠✉❧❛
❋✐❣✉r❡ ❊✳✶✿ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s✳
❋✐❣✉r❡ ❊✳✷✿ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ #33 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ #64
✭r✐❣❤t✮✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❋
❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✷✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✢❛t ❊❛rt❤ s✉r❢❛❝❡✳ ❙♦♠❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❋✐❣s✳ ❋✳✶✳❛ ❛♥❞
❋✳✶✳❜ s❤♦✇ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✿ ●❡♦♠❡tr② ❢♦r ✭❛✮ ✢❛t ❊❛rt❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✭❜✮ r♦✉♥❞ ❊❛rt❤ s✉r❢❛❝❡✳
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ r ✐♥ ✭✶✳✻✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r♦✉♥❞ ❊❛rt❤✱ ρr ❛♥❞ lr ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥
ρr = R ❛s✐♥
(
lr
R
)
✭❋✳✶✮
✇❤❡r❡ R = 6378137 ♠ ✐s t❤❡ ❊❛rt❤ r❛❞✐✉s✱ ❛s✐♥(.) ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ lr ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❊❛rt❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❋✳✶✳❜✮✳
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ρr ≈ lr ❢♦r s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❝❛s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ lr = 10 ❦♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ρr − lr = 4 ♠♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ρr = lr ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✶✻✾
✶✼✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋ ✲ ❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡
s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛
r =
√
(R sinβ)2 + (h+R−R cosβ)2 ✭❋✳✷✮
✇❤❡r❡ β ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
❊❛rt❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❋✳✶✳❜✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t R sinβ = ρr ❛♥❞ ρ2r << R
2✱ ✭❋✳✷✮ r❡❞✉❝❡s t♦
r ≃
√
h2 + αrρ2r ✭❋✳✸✮
✇❤❡r❡ αr = 1 + hR = 1.11 ✐s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❢❛❝t♦r✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭❋✳✸✮ ✐♥ ✭✶✳✻✮✱ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ρr(t′) = 1√αr
√(
t′c
2
)2 − h2✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲✇❛② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❛♥❣✐♥❣
t✐♠❡ t = t′ − 2hc ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ cth << 1 ✭✈❛❧✐❞ ❢♦r s♣❛❝❡❜♦r♥❡ ❛❧t✐♠❡tr② ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✼✼❪✮✱ ✇❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ρ(t) ≃ √hct ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✢❛t ❊❛rt❤ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ρr(t) ≃
√
hct
αr
❢♦r ❛ r♦✉♥❞ ❊❛rt❤✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t♦ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ❛ ✢❛t ❊❛rt❤ t♦ ❛ r♦✉♥❞ ❊❛rt❤✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞✐✈✐❞❡ t ❜② αr✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧②
t❤❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦♥ ❉♦♣♣❧❡r ❜❛♥❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r r♦✉♥❞ ❊❛rt❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ rn(t)
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✼✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
rn(t) =
√
h2 + αrρ2r(t) ✭❋✳✹✮
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❜❡❛♠
yn(t) =
(
λfn
2vs
)√
h2 + αrρ2r(t). ✭❋✳✺✮
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ αrρ2r(t) << h
2 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❊❛rt❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ✭❋✳✺✮ ❜② αr ❛♥❞ ρr✮ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② ✭❋✳✺✮ t♦ ✭✸✳✾✮ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳
❆♣♣❡♥❞✐① ●
❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❈❆3 ❛♥❞ ❉❉❆3
●✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs Pu✱ ❙❲❍ ❛♥❞ τ ✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❛t✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧ s(t) ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛♥♥❡r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❤✐❢t
✐♥ t✐♠❡ ✐♥ ❋❙■❘ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ t✐♠❡ s❤✐❢t ✐♥ s(t)✳ ❚❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❋❙■❘ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s
❋❙■❘(t) = Pu [gc(t) ∗ δ(t− τs)] ✭●✳✶✮
✇✐t❤
gc(t) = exp
[
−4ct
γh
]
U (t) . ✭●✳✷✮
❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ✭❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✮ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ s(t)
s(t) = Pu [P❉❋(t− τs) ∗ gc(t) ∗ P❚❘T (t)] ✭●✳✸✮
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s(t) ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
∂s
∂Pu
= P❉❋(t− τs) ∗ gc(t) ∗ P❚❘T (t)
∂s
∂❙❲❍
= Pu
[
∂P❉❋(t− τs)
∂❙❲❍
∗ gc(t) ∗ P❚❘T (t)
]
∂s
∂τ
= Pu
[
∂P❉❋(t− τs)
∂τ
∗ gc(t) ∗ P❚❘T (t)
]
✭●✳✹✮
✶✼✶
✶✼✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ● ✲ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❈❆3 ❛♥❞ ❉❉❆3
✇✐t❤
∂P❉❋(t− τs)
∂❙❲❍
=
2c√
2π❙❲❍2
{[
2c(t− τs)
❙❲❍
]2
− 1
}
exp
{
−2
[
c(t− τs)
❙❲❍
]2}
∂P❉❋(t− τs)
∂τ
=
4Tsc
2(t− τs)
❙❲❍2
× P❉❋(t− τs) ✭●✳✺✮
s✐♥❝❡✱ ✐♥ ✭●✳✸✮✱ ♦♥❧② t❤❡ P❉❋ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❲❍ ❛♥❞ τ ✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Dc ✐s
✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s ❛s ❢♦❧❧♦✇sDc =
(
∂sc
∂❙❲❍ ,
∂sc
∂τ ,
∂sc
∂Pu
)
✳
●✳✷ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ♠♦❞❡❧
❆s ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧t✐♠❡tr②✱ t❤❡ ❋❙■❘ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❋❙■❘(t, n) = Pu [gd(t, n) ∗ δ(t− τs)] ✭●✳✻✮
✇✐t❤
gd(t, n) = exp
[
−4ct
γh
](
φt,n+1 − φt,n
)
π
U (t)
❢♦r n = 1, · · · , N ✳ ■t r❡s✉❧ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ P (t, n)
P (t, n) = Pu [P❉❋(t− τs) ∗ gd(t, n) ∗ P❚❘(t, n)] . ✭●✳✼✮
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ P (t, n) ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
∂P (t, n)
∂Pu
= P❉❋(t− τs) ∗ gd(t, n) ∗ P❚❘(t, n)
∂P (t, n)
∂❙❲❍
= Pu
[
∂P❉❋(t− τs)
∂❙❲❍
∗ gd(t, n) ∗ P❚❘(t, n)
]
∂P (t, n)
∂τ
= Pu
[
∂P❉❋(t− τs)
∂τ
∗ gd(t, n) ∗ P❚❘(t, n)
]
✭●✳✽✮
✇❤❡r❡ t❤❡ P❉❋ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭●✳✺✮✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Dd ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
Dd =
(
∂s
∂❙❲❍ ,
∂s
∂τ ,
∂s
∂Pu
)
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s(t) ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ P (t, n) ✉s✐♥❣
✭✸✳✷✵✮✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ m(t, n) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ P (t, n) ❛s
❢♦❧❧♦✇s ∂m(t,n)∂θi =
∂P (t−δtn,n)
∂θi
✱ ❢♦r i ∈ {1, 2, 3}✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❍
❘❡s✉❧ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❉❆3 ❛♥❞ ❈❆3
❡❝❤♦❡s
P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t r❛♥❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳✱ L = 4✮
❛♥❞ ❜② t❤❡ ❈❆ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❍✳✶ ✈❡rs✉s t❤❡ s❡❛ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ✭❙❲❍✮✱ t❤❡ ❡♣♦❝❤ ✭τ✮ ❛♥❞ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭Pu✮✳ ❚❤❡s❡ ❘▼❙❊s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙❚❉s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❍✳✷✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r
♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❜✐❛s❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❍✳✸✮✳
✶✼✸
✶✼✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍ ✲ ❘❡s✉❧ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❉❆3 ❛♥❞ ❈❆3 ❡❝❤♦❡s
✭❛✮
✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ❍✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡r ❘▼❙❊s ❢♦r ♠✐❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠✐❣r❛t❡❞ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❡❝❤♦❡s ✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮✳ ✭❛✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31 ❣❛t❡s✱ ✭❜✮ ✈❡rs✉s
t❤❡ ❡♣♦❝❤ τ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu ✇✐t❤ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞
❙❲❍ = 2 ♠✳
✶✼✺
✭❛✮
✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ❍✳✷✿ P❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s ❢♦r ♠✐❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠✐❣r❛t❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝❤♦❡s
✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮✳ ✭❛✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31 ❣❛t❡s✱ ✭❜✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❡♣♦❝❤
τ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu ✇✐t❤ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✳
✶✼✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍ ✲ ❘❡s✉❧ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❉❆3 ❛♥❞ ❈❆3 ❡❝❤♦❡s
✭❛✮
✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ❍✳✸✿ P❛r❛♠❡t❡r ❇✐❛s❡s ❢♦r ♠✐❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠✐❣r❛t❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❝❤♦❡s
✭1000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮✳ ✭❛✮ ✈❡rs✉s ❙❲❍ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ τ = 31 ❣❛t❡s✱ ✭❜✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❡♣♦❝❤
τ ✇✐t❤ Pu = 1 ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Pu ✇✐t❤ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ❙❲❍ = 2 ♠✳
❆♣♣❡♥❞✐① ■
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❉❉❆3
■✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✇❤❡♥ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉❉❆3♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ▲❙ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❬❆♠❛r♦✉❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❉✉♠♦♥t✱ ✶✾✽✺✱ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✽✽❪✱ ✐s ✜rst r❡♠✐♥❞❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❆
t❤✐r❞ ❡st✐♠❛t♦r ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❲▲❙ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✜♥❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
■✳✶✳✶ ▲❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦r
❚❤❡ ▲❙ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s
θ̂▲❙ = ❛r❣♠✐♥
θ
[y − s(θ)]T [y − s(θ)] ✭■✳✶✮
✇❤❡r❡ y ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❉❉❆ ❡❝❤♦✱ s(θ) ✐s t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❉❉❆3 ✇❛✈❡❢♦r♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜②
θ = (❙❲❍, τ, Pu)
T ✳ ❙✐♥❝❡ s(θ) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❲❍ ❛♥❞ τ ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✭■✳✶✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✭■✳✶✮ ✉s✐♥❣ ❛
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ✭▲▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❡rts❡❦❛s✱ ✶✾✾✺❪✳
■✳✶✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r
❚❤❡ ▼▲❊ ♦❢ θ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s θ̂▼▲ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(y|θ) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ θ ♦r ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ▼▲❊
✶✼✼
✶✼✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ■ ✲ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❉❉❆3
♦❢ θ r❡❞✉❝❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
C (θ) = ❧♥ [❞❡t (Λ(θ))] + [y − s(θ)]T Λ−1(θ) [y − s(θ)]
=
K∑
k=1
❧♥ [Λk(θ)] +
K∑
k=1
[yk − sk(θ)]2
Λk(θ)
. ✭■✳✷✮
❚❤❡ ▼▲❊ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s ▲❙ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✭■✳✷✮
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❢♦r♠✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✭■✳✷✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ✭◆▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬❇❡rts❡❦❛s✱ ✶✾✾✺❪✳
■✳✶✳✸ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦r
❚❤❡ ▼▲❊ θ̂▼▲ ❤❛s ♥✐❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✐t ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛♥❞ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✮ ✉♥❞❡r ♠✐❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❞❡❧❛②✴❉♦♣♣❧❡r ❛❧t✐♠❡tr② r❡✲
q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❬❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❞❪✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t❤❡ ❲▲❙ ❡st✐♠❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❛s
θ̂❲▲❙ = ❛r❣♠✐♥
θ
[y − s(θ)]T Λ−1(θ) [y − s(θ)] . ✭■✳✸✮
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭■✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼▲❊✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❛ ❲▲❙ ❡st✐♠❛t♦r ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬P❤❛❧✐♣♣♦✉ ❛♥❞ ❊♥❥♦❧r❛s✱ ✷✵✵✼❪✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭■✳✸✮ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① Λ−1(θ) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ θ✳
▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤✐s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬P♦r❛t ❛♥❞ ❋r✐❡❞❧❛♥❞❡r✱ ✶✾✽✾❪✳
■✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✶
❢♦r ❉❉❆3✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ✭❘▼❙❊s✮ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❘❈❘❇s ✭❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦
❞✐s♣❧❛②❡❞ t♦ s❤♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❤♦♣❡ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r ♥♦t✳
■✳✷ ✲ ❘❡s✉❧ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✶✼✾
❋✐❣✳ ■✳✶ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❛❧t✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❙❲❍ ✭❛✮✱
Pu ✭❜✮ ❛♥❞ τ ✭❝✮✮✳ ❚❤❡ ❘❈❘❇s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ▼▲❊ ❛♥❞ ❲▲❙ ♣❡r❢♦r♠ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤❡ ▲❙ ❡st✐♠❛t♦r s❤♦✇s t❤❡ ✇♦rst ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▼▲ ❛♥❞ ❲▲❙ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 20 ❝♠
❢♦r ❙❲❍ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❲▲❙ ♦r ▼▲❊ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ▲❙✳ ❚❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ❲▲❙ ❛♥❞ ▼▲❊ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❙❲❍ ❛♥❞ Pu ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❘❇s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♣❛❝❡ ❢♦r
✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡♣♦❝❤
♣❛r❛♠❡t❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ❘▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ❲▲❙ ❛♥❞ ▼▲❊s ❛r❡ 1 ❝♠ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❘❈❘❇s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s
s♦♠❡ s♣❛❝❡ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘▼❙❊s
♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ❛♥❞ t❤❡ ❘❈❘❇ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞
❢♦r K = 104 s❛♠♣❧❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❲▲❙ ❡st✐♠❛t♦r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ▼▲❊✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❉❉❆3 ✇❛✈❡❢♦r♠ ❜② t❤❡ ❲▲❙
♠❡t❤♦❞ t❛❦❡s 7.4 s❡❝♦♥❞s ✭✇✐t❤ ❛ ▼❆❚▲❆❇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ 2.93 ●❍③ ✐✼ ❈P❯✮ ✇❤❡r❡❛s ✐t
♥❡❡❞s 31 s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡ ▼▲❊✳ ❚❤✐s t✐♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲▲❙ t❤❛t
❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ▲▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ◆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s t❤❡ ❢❛st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭2.6 s❡❝♦♥❞s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡❢♦r♠✮ ❜✉t ✐t s❤♦✇s
r❡❞✉❝❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
✶✽✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ■ ✲ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❉❉❆3
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ■✳✶✿ ❘❈❘❇s ❛♥❞ ❘▼❙❊s ❢♦r t❤❡ ▲❙✱ ❲▲❙ ❛♥❞ ▼▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❏
❇♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❋❙■❘ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
❛♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❋❙■❘ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
E❋❙■❘1(t, n) = |❋❙■❘(t, n)− ❋❙■❘1(t, n)|
=
Pu
2π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t) exp
[
−4
γ
(
1− cos
2 (ξ)
1 + ǫ2(t)
)
+ b
]
E1(t, n) ✭❏✳✶✮
✇✐t❤
E1(t, n) =
∣∣∣∣∣exp
(
− b
2
)∫
D˜t,n
exp [a cos(φ)]
[
2
+∞∑
k=1
Ik
(
b
2
)
cos(2kφ)
]
dφ
∣∣∣∣∣ ✭❏✳✷✮
❛♥❞ D˜t,n =
[
φ˜− φt,n+1, φ˜− φt,n
]
∪
[
φ˜− φ′t,n+1, φ˜− φ′t,n
]
✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② |exp (a cosφ)| ≤ exp (a)✱
∀a > 0, ∀φ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
E1(t, n) ≤ 2 exp
(
a− b
2
)∫
D˜t,n
∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1
Ik
(
b
2
)
cos(2kφ)
∣∣∣∣∣dφ ✭❏✳✸✮
❯s✐♥❣ ✭✹✳✶✷✮✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥
E1(t, n) ≤ E♠❛①1 (t, n) = 2 exp
(
a− b
2
)[
exp
(
b
2
)
− I0
(
b
2
)]
|φt,n+1 − φt,n| ✭❏✳✹✮
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❋❙■❘ ❡rr♦r E♠❛①❋❙■❘1(t, n) ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭❏✳✹✮ ✐♥ ✭❏✳✶✮ ❛s
❢♦❧❧♦✇s
E♠❛①❋❙■❘1(t, n) =
Pu
π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t) exp
[
−4
γ
(
1− cos
2 (ξ)
1 + ǫ2(t)
)
+
b
2
+ a
]
×
[
exp
(
b
2
)
− I0
(
b
2
)]
|φt,n+1 − φt,n| . ✭❏✳✺✮
✶✽✶
✶✽✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❏ ✲ ❇♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs
◆♦t❡ t❤❛t ✭❏✳✺✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ❋❙■❘ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ξ ✭t❤r♦✉❣❤ cos
(
ξ2
)
❛♥❞
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s a ❛♥❞ b✮ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ φ˜ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❋❙■❘ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♦r ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦✳ ❋✐❣✳ ❏✳✶ ✭t♦♣✮ s❤♦✇s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ❋❙■❘ ✈❡rs✉s ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❜❡❛♠s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡
ξ = 0.5◦✳ ❋✐❣✳ ❏✳✶ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ❏✳✶ ✭❜♦tt♦♠✮ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❋❙■❘ ❡rr♦rs ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✮ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✭ξ❛❧ = 0.5◦✮ ❛♥❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s✲
♣♦✐♥t✐♥❣ ✭ξ❛❝ = 0.5◦✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠
❡rr♦r ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♦r ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ♦r ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ❛❝t ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ ❋❙■❘ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✳
❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❋❙■❘ ❡rr♦r ❣✐✈❡♥ ❜② E♠❛①❋❙■❘1 ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② E♠❛①P✶ (t)✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡rr♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ E♠❛①❋❙■❘1(t, n) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❋❙■❘(t, n) ✐♥ ✭✹✳✸✮ ❛♥❞
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s
E♠❛①P✶ (t) =
N∑
n=1
[
E♠❛①❋❙■❘1(t− δtn, n) ∗ P❉❋(t) ∗ P❚❘(t, n)
]
. ✭❏✳✻✮
E♠❛①P✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✲
❧♦♦❦ ❡❝❤♦ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❡❝❤♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜②
◆◗❊♠❛①✶ =
√√√√∑Kk=1 [E♠❛①P✶ (k)]2∑K
k=1 s
2
ek
. ✭❏✳✼✮
❆ s✐♠✐❧❛r st✉❞② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ▲❡ts
✶✽✸
❋✐❣✉r❡ ❏✳✶✿ ❊rr♦r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ 1 ❢♦r t❤❡ ❋❙■❘✳ ✭t♦♣✮ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❋❙■❘ ❢♦r
ξ = 0.5◦✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ξ❛❧ = 0.5◦ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ξ❛❝ = 0.5◦ ✭♥♦t❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ❝❤❛♥❣❡✮✳
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❋❙■❘ ❡rr♦r ❜②
E❋❙■❘2(t, n) = |❋❙■❘1(t, n)− ❋❙■❘2(t, n)|
=
Pu
2π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t) exp
[
−4
γ
(
1− cos
2 (ξ)
1 + ǫ2(t)
)
+ b
]
E2(t, n) ✭❏✳✽✮
✇✐t❤
E2(t, n) =
∣∣∣∣∣2 exp
(
− b
2
)
I0
(
b
2
)∫
D˜t,n
[
+∞∑
k=m+1
Ik (a) cos(kφ)
]
dφ
∣∣∣∣∣ ✭❏✳✾✮
✇❤❡r❡ D˜t,n =
[
φ˜− φt,n+1, φ˜− φt,n
]
∪
[
φ˜− φ′t,n+1, φ˜− φ′t,n
]
✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r E2(t, n)
E♠❛①2 (t, n) = 2 exp
(
− b
2
)
I0
(
b
2
)[
exp (a)− I0 (a)− 2
m∑
k=1
Ik(a)
]
|φt,n+1 − φt,n| . ✭❏✳✶✵✮
✶✽✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❏ ✲ ❇♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❋❙■❘ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
E♠❛①❋❙■❘2(t, n) =
Pu
π
(
1 +
ct
2h
)−3
U (t) exp
[
−4
γ
(
1− cos
2 (ξ)
1 + ǫ2(t)
)
+
b
2
]
I0
(
b
2
)
×
[
exp (a)− I0 (a)− 2
m∑
k=1
Ik(a)
]
|φt,n+1 − φt,n| . ✭❏✳✶✶✮
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ 2 r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ✭✹✳✶✺✮
t♦ m t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❏✳✶✶✮✳ ◆♦t❡
❛❧s♦ t❤❛t t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r φ˜ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❋✐❣✳ ❏✳✷ ✭t♦♣✮ s❤♦✇s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ❢♦r ξ = 0.5◦ ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ m = 5 t❡r♠s✳ ❋✐❣✳ ❏✳✷ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ❏✳✷ ✭❜♦tt♦♠✮ s❤♦✇ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦rs ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧②
r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳ ❆s ❢♦r t❤❡
✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ E♠❛①❋❙■❘2(t, n) ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ E♠❛①P✷ (t) ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ◆◗❊
♠❛①
✷ ❣✐✈❡♥ ❜②
◆◗❊♠❛①✷ =
√√√√∑Kk=1 [E♠❛①P✷ (k)]2∑K
k=1 s
2
1(k)
. ✭❏✳✶✷✮
✶✽✺
❋✐❣✉r❡ ❏✳✷✿ ❊rr♦r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ 2 ♦♥ t❤❡ ❋❙■❘✳ ✭t♦♣✮ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❋❙■❘ ❢♦r
ξ = 0.5◦✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ξ❛❧ = 0.5◦ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦r ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ξ❛❝ = 0.5◦ ✭♥♦t❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ❝❤❛♥❣❡✮✳
✶✽✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❏ ✲ ❇♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs
❆♣♣❡♥❞✐① ❑
❘❡s✉❧ts ❢♦r ❉❉❆ str❛t❡❣✐❡s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s ❛♥❞ ❜✐❛s❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❉❉❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s
♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❲❍✱ ❋✐❣✳ ❑✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❙❚❉s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❘▼❙❊s✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡r② ❧♦✇ ❜✐❛s❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❙❲❍ ❛♥❞
τ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❑✳✷✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Pu ❛♥❞ ξ❛❧ ❧❡❛❞s t♦ ❧❛r❣❡ ❜✐❛s❡s ❛♥❞
❙❚❉s ❢♦r ❉❉❆5✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ξ❛❝✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❉❉❆3 ❘▼❙❊s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜✐❛s❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❑✳✹✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❋✐❣✳ ❑✳✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❉❉❆3
♣❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s r❡♠❛✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ❛❝ = 0.4◦ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❡❧❛❜♦r❛t✐♥❣
❜✐❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❛❜❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❉❉❆3 ❢♦r ♠♦r❡ ♠✐s♣♦✐♥t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
str❛t❡❣✐❡s ♣r❡s❡♥t ❛ ❧♦✇ ❜✐❛s ❡①❝❡♣t ❢♦r ❉❉❆5 ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu ❛♥❞ ξ❛❧✳
❚❤❡ ❧❛st r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ξ❛❧✳ ❋✐❣✳ ❑✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜✐❛s❡s ✉s✐♥❣
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❉❉❆ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐❛s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ●✲❉❉❆3 s✐♥❝❡
✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✉s✐♥❣
❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5 ❢♦r t❤❡ 3 ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❧♦✇ ❜✐❛s ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ❛❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ξ❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡❝❤♦✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❙❚❉ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❑✳✺✮ t❤❛t s❤♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❉❆ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❙❲❍ ❛♥❞ τ ✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❉❆4 s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts
t♦ ❉❉❆5 ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ξ❛❧✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❉❉❆ str❛t❡❣✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r ξ❛❧ < 0.2◦
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡ ❢♦r r❛❞❛r ❛❧t✐♠❡t❡r✳
✶✽✼
✶✽✽
❋✐❣✉r❡ ❑✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s ✈❡rs✉s t❤❡ s❡❛ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❙❲❍ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❝❤♦❡s ✇✐t❤♦✉t
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ τ = 31 ❣❛t❡s✱ ξ❛❧ = 0◦ ❛♥❞ ξ❛❝ = 0◦✳
❋✐❣✉r❡ ❑✳✷✿ P❛r❛♠❡t❡r ❜✐❛s❡s ✈❡rs✉s t❤❡ s❡❛ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❙❲❍ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❝❤♦❡s ✇✐t❤♦✉t
♠✐s♣♦✐♥t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ τ = 31 ❣❛t❡s✱ ξ❛❧ = 0◦ ❛♥❞ ξ❛❝ = 0◦✳
✶✽✾
❋✐❣✉r❡ ❑✳✸✿ P❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s ✈❡rs✉s ξ❛❝ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ ❙❲❍ =
2 ♠✱ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❧ = 0◦✳
❋✐❣✉r❡ ❑✳✹✿ P❛r❛♠❡t❡r ❜✐❛s❡s ✈❡rs✉s ξ❛❝ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ ❙❲❍ =
2 ♠✱ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❧ = 0◦✳
✶✾✵
❋✐❣✉r❡ ❑✳✺✿ P❛r❛♠❡t❡r ❙❚❉s ✈❡rs✉s ξ❛❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ ❙❲❍ =
2 ♠✱ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❝ = 0◦✳
❋✐❣✉r❡ ❑✳✻✿ P❛r❛♠❡t❡r ❜✐❛s❡s ✈❡rs✉s ξ❛❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉❉❆3✱ ●✲❉❉❆3✱ ❉❉❆4 ❛♥❞ ❉❉❆5✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ 500▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Pu = 1✱ ❙❲❍ =
2 ♠✱ τ = 31 ❣❛t❡s ❛♥❞ ξ❛❝ = 0◦✳
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♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❛❜❧❡s✳ ❈♦✉r✐❡r ❉♦✈❡r P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ◆❡✇ ②♦r❦✱ ✶✾✻✺✳
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●✳ ❲✳ ❇❛♥❣s✳ ❆rr❛② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠❡rs✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❨❛❧❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ◆❡✇
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❉✳ ❇❛rr✐❝❦✳ ❘❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❛ st❛t❡ ❜② r❛❞❛r✳ ■♥ ❘❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr♦♣♦s♣❤❡r❡✱ ❱✳ ❊✳
❉❡rr ✭❡❞✳✮✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✿ ❯❙ ●♦✈t✳ Pr✐♥t✐♥❣ ❖✣❝❡✱ ✶✾✼✷✳
✶✾✶
✶✾✷ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨
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●✳ ❇r♦✇♥✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳
❆♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✷✺✭✶✮✿✻✼✕✼✹✱ ❏❛♥✳ ✶✾✼✼✳
●✳ ❇r♦✇♥✳ ❆ ✉s❡❢✉❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❋❧❛t ❙✉r❢❛❝❡ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆♥t❡♥♥❛s
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❈✳ ❉❛✈✐s✳ ●r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥❧❛♥❞ ✐❝❡ s❤❡❡t✿ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❛❧t✐♠❡t❡r r❡tr❛❝❦✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐✳ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣✱ ✸✸✭✺✮✿✶✶✵✽✕✶✶✶✻✱ ✶✾✾✺✳
❈✳ ❉❛✈✐s✳ ❆ r♦❜✉st t❤r❡s❤♦❧❞ r❡tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐❝❡✲s❤❡❡t s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡
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